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Özet 

Bu çalışmada, reel sayı dizileri için lacunary 𝐈𝜎-asimptotik denklik, lacunary 𝜎-asimptotik denklik ve           
𝑝-kuvvetli lacunary 𝜎-asimptotik denklik kavramları tanımlandı. Ayrıca, bu yeni denklik kavramları 
arasındaki ilişkiler verilerek, bu kavramların Savaş ve Patterson (2006) tarafından çalışılmış olan         
𝑆𝜎𝜃-asimptotik denklik kavramı ile ilişkisinden bahsedildi.  
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Abstract 

In this paper, the concepts of lacunary 𝐈𝜎-asymptotically equivalence, lacunary 𝜎-asymptotically 
equivalence and 𝑝-strongly lacunary 𝜎-asymptotically equivalence for real number sequences are 
defined. Also, by giving relationships among these new type equivalence concepts, we talked about the 
relationship of these concepts with the concept of 𝑆𝜎𝜃-asymptotically equivalence which is studied by 
Savaş and Patterson (2006).  
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1. Giriş 

𝜎, pozitif tamsayılarda bir dönüşüm olsun. Sınırlı 

reel sayı dizi uzayı ℓ∞ üzerinde sürekli bir lineer 𝜙 

fonksiyoneli aşağıdaki şartları sağlıyorsa, invaryant 

ortalama veya 𝜎-ortalama olarak adlandırılır; 
 

1) Her 𝑛 için 𝑥𝑛 ≥ 0 şartını sağlayan 𝑥 = (𝑥𝑛) 

dizisi için 𝜙(𝑥) ≥ 0,  

2) 𝑒 = (1,1,1,… ) olmak üzere, 𝜙(𝑒) = 1 ve  

3) Her 𝑥 ∈ ℓ∞ için 𝜙(𝑥𝜎(𝑛)) = 𝜙(𝑥𝑛). 

 

𝜎 dönüşümünün 𝑛 deki 𝑚. ötelemesi 𝜎𝑚(𝑛) ile 

gösterilmek üzere, her 𝑛 ve 𝑚 pozitif tamsayıları 

için 𝜎𝑚(𝑛) ≠ 𝑛 şartını sağlayan birebir dönüşüm 

olduğu kabul edilir. Böylece, 𝜙 yakınsak diziler 

uzayı 𝑐 üzerindeki limit fonksiyonelinin bir 

genişlemesidir, yani 𝑥 ∈ 𝑐 için 𝜙(𝑥) = lim⁡𝑥 olur.  
 

𝜎 dönüşümü, 𝜎(𝑛) = 𝑛 + 1 olarak alındığında       

𝜎-ortalama genellikle Banach limiti olarak 

adlandırılır.  

 

İnvaryant yakınsaklık kavramı başta Mursaleen 

(1979, 1983), Mursaleen ve Edely (2009), Nuray ve 

Savaş (1994), Nuray vd. (2011), Pancaroğlu ve 

Nuray (2013), Raimi (1963), Savaş (1989a, 1989b), 

Savaş ve Nuray (1993), Schaefer (1972) ve Ulusu ve 

Nuray olmak üzere pek çok yazar tarafından 

çalışılmıştır.  
 

2. Temel Kavramlar 

𝜃 = {𝑘𝑟} dizisi, 𝑘0 = 0 ve 𝑟 → ∞ iken                   

ℎ𝑟 = 𝑘𝑟 − 𝑘𝑟−1 → ∞ olacak şekilde artan bir 

tamsayı dizisi ise, lacunary dizi olarak adlandırılır.    

𝜃 lacunary dizisi tarafından belirlenen aralıklar 

𝐼𝑟 = (𝑘𝑟−1, 𝑘𝑟] ile gösterilir (Fridy and Orhan 

1993).  
 

Savaş (1989b) tarafından lacunary kuvvetli              

𝜎-yakınsaklık kavramı;  

𝐿𝜃 = {𝑥 = (𝑥𝑘):⁡ lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑ |𝑥𝜎𝑘(𝑚) − 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

= 0} 

 (𝑚 ye göre düzgün) şeklinde verilmiştir.  

               Afyon Kocatepe Üniversitesi Fen ve Mühendislik Bilimleri Dergisi 
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Pancaroğlu ve Nuray (2013) tarafından lacunary 

invaryant toplanabilme kavramı ve [𝑉𝜎𝜃]𝑞 uzayı 

aşağıdaki biçimde tanımlanmıştır:  

 

𝑥 = (𝑥𝑘) bir dizi olmak üzere, eğer  

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑ 𝑥𝜎𝑚(𝑛)
𝑚∈𝐼𝑟

= 𝐿 

limiti 𝑛 ye göre düzgün ise, 𝑥 dizisi 𝐿 ye lacunary 

invaryant toplanabilirdir denir.  

 

𝑥 = (𝑥𝑘)  bir dizi ve 0 < 𝑞 < ∞ olmak üzere, eğer  

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑|𝑥𝜎𝑚(𝑛) − 𝐿|

𝑞

𝑚∈𝐼𝑟

= 0 

limiti 𝑛 ye göre düzgün ise, 𝑥 dizisi 𝐿 ye kuvvetli 

lacunary 𝑞-invaryant yakınsaktır denir. Bu durum 

𝑥𝑘 → 𝐿([𝑉𝜎𝜃]𝑞) biçiminde gösterilir.  

  

İstatistiksel yakınsaklık kavramı Fast (1951) 

tarafından tanıtılmış ve birçok araştırmacı 

tarafından çalışılmıştır.  

 

𝑥 = (𝑥𝑘) bir dizi olmak üzere, eğer her 𝜀 > 0 için  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛:⁡|𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

ise 𝑥 dizisi 𝐿 ye istatistiksel yakınsaktır denir. 

Burada dikey çizgiler, içerisinde bulunan kümenin 

eleman sayısını belirtmektedir.  

  

Lacunary 𝜎-istatistiksel yakınsak dizi kavramı Savaş 

ve Nuray (1993) tarafından aşağıdaki şekilde 

tanımlanmıştır:  

 

𝜃 = {𝑘𝑟}  bir lacunary dizi olsun. Eğer  𝜀 > 0  için  

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟 :⁡|𝑥𝜎𝑘(𝑛) − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

limiti 𝑛 ye göre düzgün ise 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 ye         

𝑆𝜎𝜃-yakınsaktır denir ve 𝑆𝜎𝜃 − lim𝑥 = 𝐿 veya 

𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆𝜎𝜃) biçiminde gösterilir.  

  

Doğal sayılar kümesi ℕ nin altkümelerinin                  

𝐈 idealinin yapısı üzerine kurulan ve istatistiksel 

yakınsaklık kavramının bir genelleştirilmesi olan      

𝐈-yakınsaklık kavramı Kostyrko vd. (2000) 

tarafından tanıtılmıştır. Bu kavram üzerine Kostyrko 

vd. (2005) ve Nuray vd. (2011) de çalışmalar 

yapmışlardır.   

 

Aşağıdaki şartları sağlayan 𝐈 ⊆ 2ℕ kümesi bir ideal 

olarak adlandırılır; 

 

1) ∅ ∈ 𝐈,  

2) Her bir 𝐸, 𝐹 ∈ 𝐈 için 𝐸 ∪ 𝐹 ∈ 𝐈,  

3) Her bir 𝐸 ∈ 𝐈 ve her bir 𝐹 ⊆ E için 𝐹 ∈ 𝐈. 

 

Eğer 𝐈 ideali; ℕ ∉ 𝐈 şartını sağlıyorsa non-trivial 

ideal ve non-trivial bir ideal her bir 𝑛 ∈ ℕ için 

{𝑛} ∈ 𝐈 şartını sağlıyorsa admissible ideal olarak 

adlandırılır.  

 

Bu çalışmadaki bütün idealler admissible ideal 

olarak kabul edilecektir.  

 

𝑥 = (𝑥𝑘)  bir dizi olmak üzere, eğer her 𝜀 > 0 için,  

𝐴(𝜀) = {𝑘 ∈ ℕ:⁡|𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} 

kümesi 𝐈 idealine ait ise 𝑥 dizisi 𝐿 ye 𝐈-yakınsaktır 

denir. Bu durum 𝐈 − lim𝑥 = 𝐿  biçiminde gösterilir.  

 

Aşağıdaki şartları sağlayan 𝓕 ⊆ 2ℕ kümesi bir 

süzgeç olarak adlandırılır; 

 

1) ∅ ∉ 𝓕,  

2) Her bir 𝐸, 𝐹 ∈ 𝓕 için 𝐸 ∩ 𝐹 ∈ 𝓕,  

3) Her bir 𝐸 ∈ 𝓕 ve her bir 𝐹 ⊇ 𝐸 için 𝐹 ∈ 𝓕. 

 

Her bir 𝐈 ideali için  

𝓕(𝐈) = {𝑀 ⊂ ℕ:⁡(∃𝐴 ∈ 𝐈)(𝑀 = ℕ\𝐴)} 

şeklinde tanımlanan bir süzgeç vardır.  

 

ℕ nin bir 𝐴 altkümesinin 𝜎𝜃-düzgün yoğunluğu 

kavramı ve bununla ilişkili olarak reel sayı dizileri 

için 𝐈𝜎𝜃-yakınsaklık kavramı Ulusu ve Nuray 

tarafından verilmiştir. 

 

𝜃 = {𝑘𝑟} bir lacunary dizi, 𝐴 ⊆ ℕ,  

𝑠𝑟 = min
𝑛
|𝐴 ∩ {𝜎𝑚(𝑛):⁡𝑚 ∈ 𝐼𝑟}| 

 ve  
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𝑆𝑟 = max
𝑛
|𝐴 ∩ {𝜎𝑚(𝑛):⁡𝑚 ∈ 𝐼𝑟}| 

olsun. Eğer  

𝑉𝜃(𝐴) = lim
𝑟→∞

𝑠𝑟
ℎ𝑟
,⁡⁡⁡⁡⁡𝑉𝜃(𝐴) = lim

𝑟→∞

𝑆𝑟
ℎ𝑟

 

limitleri mevcut ise bunlara sırasıyla 𝐴 kümesinin 

alt lacunary 𝜎-düzgün (alt 𝜎𝜃-düzgün) yoğunluğu 

ve üst lacunary 𝜎-düzgün (üst 𝜎𝜃-düzgün) 

yoğunluğu denir. Eğer 𝑉𝜃(𝐴) = 𝑉𝜃(𝐴) ise,                          

𝑉𝜃(𝐴) = 𝑉𝜃(𝐴) = 𝑉𝜃(𝐴) 

ifadesi 𝐴 kümesinin lacunary 𝜎-düzgün yoğunluğu 

veya 𝜎𝜃-düzgün yoğunluğu olarak adlandırılır.  
 

𝑉𝜃(𝐴) = 0 şartını sağlayan 𝐴 ⊆ ℕ kümelerinin sınıfı 

𝐈𝜎𝜃 ile gösterilir.  
 

Şimdi lacunary 𝜎-düzgün yoğunluk kavramı 

yardımıyla herhangi bir 𝑥 = (𝑥𝑘)  reel sayı dizisinin 

𝐈𝜎𝜃-yakınsaklığı kavramını verelim. 
 

Eğer her 𝜀 > 0 için  

𝐴𝜀 = {𝑘 ∈ 𝐼𝑟:⁡|𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} 

kümesi 𝐈𝜎𝜃 ya ait, yani 𝑉𝜃(𝐴𝜀) = 0 ise, 𝑥 dizisi 𝐿 ye 

𝐈𝜎𝜃-yakınsaktır denir. Bu durum 𝐈𝜎𝜃 − lim𝑥𝑘 = 𝐿 

biçiminde gösterilir.  
 

Marouf (1993) reel sayı dizilerinin asimptotik 

denkliği ve asimptotik regüler matrisler için bazı 

temel tanımlar verdi. Daha sonra asimptotik 

denklik kavramı başta Patterson (2003), Patterson 

ve Savaş (2006), Savaş (2013), Savaş ve Başarır 

(2006), Savaş ve Patterson (2006) ve Ulusu olmak 

üzere pek çok araştırmacı tarafından geliştirilmiştir.  
 

𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) negatif olmayan iki dizi 

olmak üzere, eğer  

lim
𝑘

𝑥𝑘
𝑦𝑘
= 1 

ise, 𝑥 ve 𝑦 dizilerine asimptotik denktir denir. Bu 

durum 𝑥~𝑦 biçiminde gösterilir.  
 

𝜃 = {𝑘𝑟} bir lacunary dizi olsun. 𝑥 = (𝑥𝑘) ve 

𝑦 = (𝑦𝑘) negatif olmayan iki dizi olmak üzere, her 

𝜀 > 0 için  

lim
𝑟

1

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟 :⁡|

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

limiti 𝑚 = 1,2,… ye göre düzgün ise, 𝑥 ve 𝑦 

dizilerine 𝐿 katlı 𝑆𝜎𝜃-asimptotik denktir denir. Bu 

durum 𝑥
𝑆𝜎𝜃
~ 𝑦 ile gösterilir. 𝐿 = 1 olması 

durumunda 𝑆𝜎𝜃-asimptotik denklik elde edilir.  
  

𝜃 = {𝑘𝑟} bir lacunary dizi olsun. 𝑥 = (𝑥𝑘) ve 

𝑦 = (𝑦𝑘) negatif olmayan iki dizi olmak üzere, eğer 

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑ |

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

= 0 

limiti 𝑚 = 1,2,… ye göre düzgün ise, 𝑥 ve 𝑦 

dizilerine 𝐿 katlı kuvvetli 𝜎-asimptotik lacunary 

denktir denir. Bu durum 𝑥
[𝑁𝜎𝜃

𝐿 ]
~ 𝑦 ile gösterilir. 𝐿 = 1 

olması durumunda kuvvetli 𝜎-asimptotik denklik 

elde edilir.  
 

𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) negatif olmayan iki dizi 

olmak üzere, eğer her 𝜀 > 0 için  

𝐴𝜀 = {𝑘 ∈ ℕ:⁡ |
𝑥𝑘
𝑦𝑘
− 𝐿| ≥ 𝜀} ∈ 𝐈𝜎 ⁡, 

yani 𝑉(𝐴𝜀) = 0 ise, 𝑥 ve 𝑦 dizilerine 𝐿 katlı 

asimptotik 𝐈𝜎-denktir denir. Bu durum 𝑥
𝐈𝜎
𝐿

~𝑦 ile 

gösterilir. 𝐿 = 1 olması durumunda asimptotik           

𝐈𝜎-denklik elde edilir.  
 

3. Lacunary 𝐈𝜎-Asimptotik Denklik  

Bu kısımda, reel sayı dizileri için bazı asimptotik 

denklik kavramları tanımlandı. Ayrıca, bu yeni 

denklik kavramları arasındaki ilişkiler verilerek, bu 

kavramların 𝑆𝜎𝜃-asimptotik denklik kavramı ile 

ilişkisinden bahsedildi.  
 

Tanım 3.1 𝜃 = {𝑘𝑟} bir lacunary dizi olsun. 

𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) negatif olmayan iki dizi 

olmak üzere, eğer her 𝜀 > 0 için  

𝐴𝜀: = {𝑘 ∈ 𝐼𝑟 :⁡|
𝑥𝑘
𝑦𝑘
− 𝐿| ≥ 𝜀} ∈ 𝐈𝜎𝜃⁡, 

yani 𝑉𝜃(𝐴𝜀) = 0 ise, 𝑥 ve 𝑦 dizilerine 𝐿 katlı 

lacunary 𝐈𝜎-asimptotik denktir denir. Bu durum 

𝑥
𝐈𝜎𝜃
𝐿

~ 𝑦 ile gösterilir. 𝐿 = 1 için lacunary                      

𝐈𝜎-asimptotik denklik elde edilir. 
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𝐿 katlı lacunary 𝐈𝜎-asimptotik denk dizilerin sınıfı 

𝕴𝜎𝜃
𝐿  ile gösterilir. 

 

Tanım 3.2 𝜃 = {𝑘𝑟}  bir lacunary dizi olsun. 

𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) negatif olmayan iki dizi 

olmak üzere, eğer  

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)𝑘∈𝐼𝑟

= 𝐿 

limiti 𝑚 ye göre düzgün ise, 𝑥 ve 𝑦 dizilerine 

lacunary 𝜎-asimptotik denktir denir. Bu durum 

𝑥
𝑁𝜎𝜃
𝐿

~ 𝑦 ile gösterilir. 𝐿 = 1 olması durumunda 

lacunary 𝜎-asimptotik denklik elde edilir. 

 

Teorem 3.1 𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) sınırlı diziler 

olmak üzere, eğer 𝑥 ve 𝑦 dizileri 𝐿 katlı lacunary                 

𝐈𝜎-asimptotik denk ise, o zaman bu diziler 𝐿 katlı 

lacunary 𝜎-asimptotik denktir. 

 

İspat: 𝜃 = {𝑘𝑟} bir lacunary dizi, 𝑚 ∈ ℕ keyfi ve 

𝜀 > 0  olsun. Şimdi,     

𝑡(𝑚, 𝑟) ≔ |
1

ℎ𝑟
∑

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)𝑘∈𝐼𝑟

− 𝐿| 

ifadesini hesaplayalım.       

𝑡(1)(𝑚, 𝑟) ≔
1

ℎ𝑟
∑ |

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

|
𝑥
𝜎𝑘(𝑚)

𝑦
𝜎𝑘(𝑚)

−𝐿|≥𝜀

 

ve    

𝑡(2)(𝑚, 𝑟) ≔
1

ℎ𝑟
∑ |

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑟

|
𝑥
𝜎𝑘(𝑚)

𝑦
𝜎𝑘(𝑚)

−𝐿|<𝜀

 

olmak üzere     

𝑡(𝑚, 𝑟) ≤ 𝑡(1)(𝑚, 𝑟) + 𝑡(2)(𝑚, 𝑟) 

dir. Burada, her 𝜃 = {𝑘𝑟} lacunary dizi ve her 

𝑚 = 1,2,… için  

𝑡(2)(𝑚, 𝑟) < 𝜀 

olduğu elde edilir. 𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) dizileri 

sınırlı olduğundan her 𝑘 ∈ 𝐼𝑟 ,𝑚 = 1,2, … için     

|
𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿| ≤ 𝑀 

olacak şekilde bir 𝑀 > 0 sayısı vardır. Bu durum ise 

𝑡(1)(𝑚, 𝑟) ≤
𝑀

ℎ𝑟
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟 :⁡|

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| 

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡≤ 𝑀

max
𝑚

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟 :⁡|
𝑥𝜎𝑘(𝑚)
𝑦𝜎𝑘(𝑚)

− 𝐿| ≥ 𝜀}|

ℎ𝑟
 

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡= 𝑀
𝑆𝑟
ℎ𝑟
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

olmasını gerektirir. Böylece, 𝑥 ve 𝑦 dizilerinin 𝐿 katlı 

lacunary 𝜎-asimptotik denk oldukları elde edilir.   ∎    

 

Teorem 3.1 in karşıtı genelde doğru değildir. 

Örneğin,  𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) dizileri aşağıdaki 

şekilde tanımlansın;  

𝑥𝑘 ≔⁡⁡⁡⁡

{
 
 

 
 2 ,

⁡𝑘𝑟−1 < 𝑘 < 𝑘𝑟−1 + [√ℎ𝑟]

ve⁡𝑘⁡çift⁡tamsayı⁡ise,

0 ,
𝑘𝑟−1 < 𝑘 < 𝑘𝑟−1 + [√ℎ𝑟]

ve⁡𝑘⁡tek⁡tamsayı⁡ise.

𝑦𝑘 ≔ 1

 

𝜎 dönüşümü, 𝜎(𝑚) = 𝑚 + 1 olarak alınırsa, bu 

diziler lacunary 𝜎-asimptotik denktir fakat lacunary 

𝐈𝜎-asimptotik denk değildir. 

 

Tanım 3.3 𝜃 = {𝑘𝑟}  bir lacunary dizi ve 0 < 𝑝 < ∞ 

olsun. 𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) negatif olmayan iki 

dizi olmak üzere, eğer  

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
|∑

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)𝑘∈𝐼𝑟

− 𝐿|

𝑝

= 0 

limiti 𝑚 ye göre düzgün ise, 𝑥 ve 𝑦 dizilerine 𝐿 katlı      

𝑝-kuvvetli lacunary 𝜎-asimptotik denktir denir. Bu 

durum 𝑥
[𝑁𝜎𝜃

𝐿 ]
𝑝

~ 𝑦 ile gösterilir. 𝐿 = 1 olması 

durumunda 𝑝-kuvvetli lacunary 𝜎-asimptotik                  

denklik elde edilir. 
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𝐿 katlı 𝑝-kuvvetli lacunary 𝜎-asimptotik denk 

dizilerin sınıfı [ℵ𝜎𝜃
𝐿 ]

𝑝
 ile gösterilir.  

  

Teorem 3.2  0 < 𝑝 < ∞ olsun. Bu durumda,  

𝑥
[𝑁𝜎𝜃

𝐿 ]
𝑝

~ 𝑦 ⇒ 𝑥
𝐈𝜎𝜃
𝐿

~ 𝑦 

dir. 

 

İspat: 𝑥
[𝑁𝜎𝜃

𝐿 ]
𝑝

~ 𝑦 ve 𝜀 > 0 olsun. O zaman, her 

𝜃 = {𝑘𝑟} lacunary dizi ve her 𝑚 ∈ ℕ için       

∑ |
𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑟

≥ ∑ |
𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑟

|
𝑥
𝜎𝑘(𝑚)

𝑦
𝜎𝑘(𝑚)

−𝐿|≥𝜀

 

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡≥ 𝜀𝑝 ∙ |{𝑘 ∈ 𝐼𝑟 :⁡|
𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿| ≥ 𝜀}|⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡≥ 𝜀𝑝 ∙ max
𝑚

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟 :⁡|
𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿| ≥ 𝜀}| 

ve buradan      

1

ℎ𝑟
∑ |

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑟

 

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡≥ 𝜀𝑝 ∙

max
𝑚

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟 :⁡|
𝑥𝜎𝑘(𝑚)
𝑦𝜎𝑘(𝑚)

− 𝐿| ≥ 𝜀}|

ℎ𝑟
 

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡= 𝜀𝑝 ∙
𝑆𝑟
ℎ𝑟
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

elde edilir. Bu ise  

lim
𝑟→∞

𝑆𝑟
ℎ𝑟
= 0 

olmasını gerektirir. O halde 𝑥
𝐈𝜎𝜃
𝐿

~ 𝑦 dir.   ∎     

 

Teorem 3.3 𝑥 = (𝑥𝑘), 𝑦 = (𝑦𝑘) sınırlı diziler ve 

0 < 𝑝 < ∞ olsun. O zaman,  

𝑥
𝐈𝜎𝜃
𝐿

~ 𝑦 ⇒ 𝑥
[𝑁𝜎𝜃

𝐿 ]
𝑝

~ 𝑦 

dir. 

 

İspat: 𝑥, 𝑦 ∈ ℓ∞, 𝑥
𝐈𝜎𝜃
𝐿

~ 𝑦 ve 𝜀 > 0 olsun. 

Kabulümüzden dolayı 𝑉𝜃(𝐴𝜀) = 0 dır. 𝑥 = (𝑥𝑘) ve 

𝑦 = (𝑦𝑘) sınırlı diziler olduğundan her                    

𝑘 ∈ 𝐼𝑟, 𝑚 = 1,2,… için  

|
𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿| ≤ 𝑀 

olacak şekilde bir 𝑀 > 0 sayısı vardır. Burada 

𝜃 = {𝑘𝑟} nin lacunary dizi ve 𝑚 ∈ ℕ olduğuna 

dikkat edilirse,       

1

ℎ𝑟
∑ |

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑟

 

 

=
1

ℎ𝑟
∑ |

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑟

|
𝑥
𝜎𝑘(𝑚)

𝑦
𝜎𝑘(𝑚)

−𝐿|≥𝜀

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+
1

ℎ𝑟
∑ |

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑟

|
𝑥
𝜎𝑘(𝑚)

𝑦
𝜎𝑘(𝑚)

−𝐿|<𝜀

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡≤ 𝑀

max
𝑚

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑟 :⁡|
𝑥𝜎𝑘(𝑚)
𝑦𝜎𝑘(𝑚)

− 𝐿| ≥ 𝜀}|

ℎ𝑟
+ 𝜀𝑝 

 

≤ 𝑀
𝑆𝑟
ℎ𝑟
+ 𝜀𝑝⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

dir. Böylece, 𝑚 ye göre düzgün olarak  

lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑ |

𝑥𝜎𝑘(𝑚)

𝑦𝜎𝑘(𝑚)
− 𝐿|

𝑝

𝑘∈𝐼𝑟

= 0 

elde ederiz ki bu da ispatı tamamlar.   ∎     

  

Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 den aşağıdaki sonuç 

elde edilir. 

 

Sonuç 3.1  0 < 𝑝 < ∞   olsun. Bu durumda,  

𝕴𝜎𝜃
𝐿 ∩ ℓ∞ = [ℵ𝜎𝜃

𝐿 ]
𝑝
∩ ℓ∞ 

dur. 
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Şimdi, lacunary 𝐈𝜎-asimptotik denklik kavramı ile 

Savaş ve Patterson (2006) tarafından çalışılmış olan 

𝑆𝜎𝜃-asimptotik denklik kavramı arasındaki ilişkiyi 

verelim. 

 

Teorem 3.4  𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) dizilerinin 𝐿 katlı 

lacunary 𝐈𝜎-asimptotik denk olması için gerek ve 

yeter şart bu dizilerin 𝐿 katlı 𝑆𝜎𝜃-asimptotik denk 

olmasıdır. 

 

Sonuç 3.2 Savaş ve Patterson (2006) tarafından 

yapılan çalışmadaki Teorem 3.6,  Ulusu tarafından 

yapılan çalışmadaki Teorem 2.9 ve bu çalışmadaki 

Teorem 3.4 dikkate alındığında,  

1 < lim inf
𝑟
𝑞𝑟 < lim sup

𝑟
𝑞𝑟 < ∞ 

şartını sağlayan her 𝜃 = {𝑘𝑟} lacunary dizi için  

𝑥
𝐈𝜎𝜃
𝐿

~ 𝑦 ⇔ 𝑥
𝐈𝜎
𝐿

~𝑦 

elde ederiz. 
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