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Anahtar kelimeler Ozet

Asimptotik denklik;
istatistiksel yakinsaklik;
Lacunary dizi;
I-yakinsaklik;
invaryant yakinsaklik.

Bu calismada, reel sayi dizileri igin lacunary I -asimptotik denklik, lacunary o-asimptotik denklik ve
p-kuvvetli lacunary og-asimptotik denklik kavramlari tanimlandi. Ayrica, bu yeni denklik kavramlari
arasindaki iligkiler verilerek, bu kavramlarin Savas ve Patterson (2006) tarafindan ¢alisiimis olan
Ssg-asimptotik denklik kavrami ile iligkisinden bahsedildi.

Lacunary I;-Asymptotic Equivalence

Keywords Abstract
Asymptotic In this paper, the concepts of lacunary Ij-asymptotically equivalence, lacunary o-asymptotically
equivalence;

Statistical convergence;
Lacunary sequence;
I-convergence;
Invariant convergence.

Savas and Patterson (2006).

equivalence and p-strongly lacunary o-asymptotically equivalence for real number sequences are
defined. Also, by giving relationships among these new type equivalence concepts, we talked about the
relationship of these concepts with the concept of S;g-asymptotically equivalence which is studied by

1. Giris

o, pozitif tamsayilarda bir dénldstiim olsun. Sinirh
reel sayi dizi uzay €., lzerinde sirekli bir lineer ¢
fonksiyoneli asagidaki sartlari saghyorsa, invaryant
ortalama veya o-ortalama olarak adlandirilir;

1) Her n igin x, = 0 sartini saglayan x = (x;,)
dizisii¢in ¢p(x) = 0,

2) e=(1,1,1,...) olmak tzere, p(e) = 1 ve

3) Herx € £ icin (l)(xa(n)) = p(xp)-

o donlisiminin n deki m. 6telemesi ¢ (n) ile
gosterilmek (zere, her n ve m pozitif tamsayilari
icin 6™ (n) # n sartini saglayan birebir doniisim
oldugu kabul edilir. Boylece, ¢ yakinsak diziler
fonksiyonelinin  bir

uzayl ¢ Uzerindeki limit

genislemesidir, yani x € cicin ¢p(x) = limx olur.

o doénusimi, o(n) =n+1 olarak alindiginda

o-ortalama genellikle Banach limiti olarak

adlandirilir.
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invaryant yakinsaklik kavrami basta Mursaleen
(1979, 1983), Mursaleen ve Edely (2009), Nuray ve
Savas (1994), Nuray vd. (2011), Pancaroglu ve
Nuray (2013), Raimi (1963), Savas (1989a, 1989b),
Savas ve Nuray (1993), Schaefer (1972) ve Ulusu ve
Nuray olmak Uzere pek ¢ok yazar tarafindan
¢ahsiimistir.

2. Temel Kavramlar

0 ={k,} ko=0 ve
h, =k, —k,_4 = oo olacak sekilde artan bir
tamsay dizisi ise, lacunary dizi olarak adlandirilir.

dizisi, r —> oo jken

6 lacunary dizisi tarafindan belirlenen araliklar
L. = (ky_1, k;] ile gosterilir (Fridy and Orhan
1993).

Savas (1989b) tarafindan kuvvetli

o-yakinsaklik kavrami;

lacunary

o1
Lo =<{x = (x): lim h_rz |xo.k(m) —L| =0

r—00
kel,

(m ye gore diizglin) seklinde verilmistir.
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Pancaroglu ve Nuray (2013) tarafindan lacunary
invaryant toplanabilme kavrami ve [Vsg], uzayi
asagidaki bicimde tanimlanmistir:

x = (x) bir dizi olmak Uzere, eger

o1
}ﬂaz%%rL

mel,

limiti n ye gore dizgilin ise, x dizisi L ye lacunary
invaryant toplanabilirdir denir.

x = (x;) birdizive 0 < g < o olmak Uzere, eger

1
fim - D Feaminy = 17 =0

mel,
limiti n ye gore dizgin ise, x dizisi L ye kuvvetli
lacunary g-invaryant yakinsaktir denir. Bu durum
X = L([Vo-g]q) biciminde gosterilir.

istatistiksel
tarafindan

(1951)
arastirmaci

yakinsaklik kavrami Fast
tanitilmis  ve  birgok

tarafindan ¢alisiimistir.

x = (x;) bir dizi olmak lizere, eger her € > 0 igin

1
lim ;l{kSn: |, — L =€} =0

n—oo

ise x dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir.
Burada dikey cizgiler, igerisinde bulunan kiimenin
eleman sayisini belirtmektedir.

Lacunary o-istatistiksel yakinsak dizi kavrami Savas
ve Nuray (1993) tarafindan asagidaki sekilde
tanimlanmustir:

0 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Eger &€ > 0 igin

1
lim —
T—00 r

{kEIr:

Xgkn) ~ L| = £}| =0

limiti n ye gore diizgin ise x = (x;) dizisi L ye
Ssg-yakinsaktir denir ve Sg;g —limx =L veya
X = L(S4g) bigiminde gosterilir.

Dogal sayillar kimesi N nin altklimelerinin
I idealinin yapisi Uzerine kurulan ve istatistiksel
yakinsaklik kavraminin bir genellestiriimesi olan
kavrami (2000)

I-yakinsakhk Kostyrko  vd.

tarafindan tanitilmistir. Bu kavram Gzerine Kostyrko
vd. (2005) ve Nuray vd. (2011) de c¢alismalar
yapmislardir.

Asagidaki sartlari saglayan I € 2N kiimesi bir ideal
olarak adlandirilir;

1) 0€l,
2) HerbirE,F €eligihEUF €1,
3) HerbirE €elveherbirF S EicinF €1.

Eger I ideali; N €1 sartini sagliyorsa non-trivial
ideal ve non-trivial bir ideal her bir n €N igin
{n} €1 sartinl sagliyorsa admissible ideal olarak
adlandirilir.

Bu calismadaki bitin idealler admissible ideal
olarak kabul edilecektir.

x = (xp) bir dizi olmak Uzere, eger her € > 0 igin,
A(e) ={k eN: |x; — L| = &}

kiimesi I idealine ait ise x dizisi L ye I-yakinsaktir
denir. Bu durum I —limx = L bigiminde gosterilir.

Asagidaki sartlari saglayan F < 2N kiimesi bir
stizgeg olarak adlandirilir;

1) 0¢F,
2) HerbirE,FEFicinENF € F,
3) HerbirE € FveherbirF 2 EicinF € F.

Her bir I ideali icin
FI) ={M c N: (A e DM =N\A)}

seklinde tanimlanan bir slizgeg vardir.

N nin bir A altkimesinin o8-dizgin yogunlugu
kavrami ve bununla iliskili olarak reel sayi dizileri

icin I;g-yakinsakhk kavrami Ulusu ve Nuray

tarafindan verilmistir.

6 = {k,} bir lacunary dizi, A € N,
s, =min|A N {c™(n):me I,.}|
n

ve
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S, =max|[AN{c™(n):melL}|
n
olsun. Eger

_ S
Vo(4) = lim =

S
Vo(4) = lim —,
[ r—00 hT‘ =00
limitleri mevcut ise bunlara sirasiyla A kiimesinin
alt lacunary o-dizgin (alt g6-diizgiin) yogunlugu
o6-dizgiin)

ve (st lacunary o-diizglin (Ust

yogunlugu denir. Eger @(A) =V, (A) ise,
Vo(A) = Vy(A) = V(A)

ifadesi A kiimesinin lacunary o-dizglin yogunlugu
veya a6-dizgiin yogunlugu olarak adlandirilir.

Vy(A) = 0 sartini saglayan A € N kiimelerinin sinifi
I,¢ ile gosterilir.

Simdi
yardimiyla herhangi bir x = (x;) reel sayi dizisinin

lacunary o-dizgin yogunluk kavrami

I,6-yakinsakhgi kavramini verelim.

Eger her € > 0 icin

A ={k €l |x,—L| = ¢}

kiimesi I ;¢ ya ait, yani Vg (A4,) = 0 ise, x dizisi L ye
I,9-yakinsaktir denir. Bu durum I g —limx;, =L

bigiminde gosterilir.

Marouf (1993) reel sayr dizilerinin asimptotik
denkligi ve asimptotik regiler matrisler i¢in baz
temel tanimlar verdi. Daha sonra asimptotik
denklik kavrami basta Patterson (2003), Patterson
ve Savas (2006), Savas (2013), Savas ve Basarir
(2006), Savas ve Patterson (2006) ve Ulusu olmak
Uzere pek ¢ok arastirmaci tarafindan gelistirilmistir.

x = (x;) ve y=(y,) negatif olmayan iki dizi
olmak lizere, eger

ise, x ve y dizilerine asimptotik denktir denir. Bu
durum x~y bigiminde gosterilir.

x = (x3) ve
y = (y,) negatif olmayan iki dizi olmak (izere, her

0 = {k,} bir lacunary dizi olsun.

e > 0igin

1 X _k
lim—{kelr: om 28}=0
r Ny Yokm)
limiti m=1,2,... ye gore dizgiin ise, x ve y
dizilerine L kath S,g-asimptotik denktir denir. Bu
So
durum x ~9y ile gosterilir. L=1 olmasl

durumunda S,g¢-asimptotik denklik elde edilir.

6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. x = (x;) ve
y = (i) negatif olmayan iki dizi olmak Gzere, eger

LY

k€l

X k(m)

‘ 0
Yokm)

limiti m=1,2,... ye gore dizgiin ise, x ve y

dizilerine L katli kuvvetli o-asimptotik lacunary

NL

denktir denir. Bu durum x[ gQ]y ile gosterilir. L = 1
olmasi durumunda kuvvetli g-asimptotik denklik
elde edilir.

x = (xx) ve y=(y) negatif olmayan iki dizi
olmak tzere, eger her € > 0 igin

A. _{keN |——L >e}€la,

yani V(A,) =0 ise, x ve y dizilerine L kath
15

asimptotik I;-denktir denir. Bu durum x~y ile

gosterilir. L =1 olmasi durumunda asimptotik

I,-denklik elde edilir.

3. Lacunary I ;-Asimptotik Denklik

Bu kisimda, reel sayi dizileri igin bazi asimptotik

denklik kavramlari tanimlandi. Ayrica, bu vyeni
denklik kavramlari arasindaki iliskiler verilerek, bu
kavramlarin S;g-asimptotik denklik kavrami ile

iliskisinden bahsedildi.

Tanm 3.1 6 ={k,} bir lacunary dizi olsun.
x = (x) ve y = (y;) negatif olmayan iki dizi

olmak Uzere, eger her € > 0 igin

Xk
< ={k€lr: e

ZE}EIGQ,

yani Vy(A;) =0 ise, x ve y dizilerine L kath

lacunary I;-asimptotik denktir denir. Bu durum
I5
x~y ile gosterilir. L=1 gin lacunary

I,-asimptotik denklik elde edilir.
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L kath lacunary I -asimptotik denk dizilerin sinifi
3L, ile gosterilir.

Tanm 3.2 6 = {k,}
x = (xx) ve y = (yr) negatif olmayan iki dizi

bir lacunary dizi olsun.
olmak lizere, eger

X ok
T—00 kEI yo_k(m)

limiti m ye gore dizgiin ise, x ve y dizilerine
lacunary o-asimptotik denktir denir. Bu durum
NL

x ~y ile gosterilir. L =1 olmasi durumunda

lacunary g-asimptotik denklik elde edilir.

Teorem 3.1 x = (x;) ve y = (yx) simirh diziler
olmak lizere, eger x ve y dizileri L kath lacunary
I,-asimptotik denk ise, o zaman bu diziler L kath
lacunary g-asimptotik denktir.

ispat: & = {k,.} bir lacunary dizi, m € N keyfi ve
&€ > 0 olsun. Simdi,

1 X _k
t(m,r) = —Zﬂ L

hr (Gt Yorkmy

ifadesini hesaplayalim.

1 X _k
vt P
*ok@m)
yo'k(m)_L 2¢
ve
1 X Kk
t(z)(m’r) ;:h_ M_L‘
T e Dot
Xakm)
yak(m)_L <e

olmak Gzere
tm,r) <tOm,r) + t@(m,r)

dir. Burada, her 6 = {k,} lacunary dizi ve her
m=1,2,..i¢in

tOmr) <e

oldugu elde edilir. x = (x;) ve y = (y;) dizileri
sinirli oldugundan her k € I, m = 1,2, ... igin

Xo.k(m)

—-Ll<M

Yok(m)

olacak sekilde bir M > 0 sayisi vardir. Bu durum ise

M X _k
tDmr) < — {kelr: o m _ 28}
hy Yok(m)
max{kel }/‘k—(m) L|2€}
<M m of(m)
h;
_ oy
Ry

olmasini gerektirir. Boylece, x ve y dizilerinin L katli
lacunary o-asimptotik denk olduklari elde edilir. =

Teorem 3.1 in karsiti genelde dogru degildir.
x = (x;) ve y = (yy) dizileri asagidaki
sekilde tanimlansin;

) e <k<kei+ [V ]
ve k ¢ift tamsayi ise,

Ornegin,

l o kroy <k <kp_y+ [Jh]
' ve k tek tamsayi ise.

Ve =1

o donlsimi, o(m) =m+ 1 olarak alinirsa, bu
diziler lacunary o-asimptotik denktir fakat lacunary
I-asimptotik denk degildir.

Tanim 3.3 6 = {k,.} bir lacunary dizive 0 < p < o
olsun. x = (x) ve y = (yx) negatif olmayan iki
dizi olmak Uzere, eger

limiti m ye gore diizglin ise, x ve y dizilerine L kath
p-kuvvetli lacunary o-asimptotik denktir denir. Bu

[Nsel,,

durum x ~ y ile gosterilir. L=1 olmasi

durumunda p-kuvvetli lacunary og-asimptotik

denklik elde edilir.
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L kath p-kuvvetli lacunary o-asimptotik denk

dizilerin sinifi [N 9] ile gosterilir.

Teorem 3.2 0 < p < o0 olsun. Bu durumda,
[Née]p 1L,
X ~ Yy =X~ y

dir.

[Nche]p

ispat: x ~ y ve £>0 olsun. O zaman, her

0 = {k,} lacunary dizi ve her m € N igin

S [t . S e ’
kel, Yakam) kel, Yakm)
Yokam |,
yo-k(m) -
X _k
p. {kelr: Zom 25}
Yok(m)
X _k
> &P - max {kelr: Zom 28}
m Yok(m)
ve buradan
Z X k(m) ‘
h; r & 1Yotk
max {kEI %m) L|2£}
> 6P m Yok(m)
hy
et gp . i
hy
elde edilir. Bu ise
S.
lim— =0
T—00

-
Igg
olmasini gerektirir. O halde x ~ y dir. =

Teorem 3.3 x = (x3), v = (yx) sinirh diziler ve
0 < p < ® olsun. O zaman,

1L, [Nge]p
~y=x ~ Y

dir.

IL

. ‘]
Ispat: x,y €, x z y ve &€>0 olsun.

Kabulimuzden dolayt Vg(A,) = 0 dir. x = (x) ve

y=(yx) sinirh  diziler oldugundan  her
kel.,m=12,..igin

X _k

Zoom g <M

Yok(m)

olacak sekilde bir M > 0 sayisi vardir. Burada
6 = {k,} nin lacunary dizi ve m € N olduguna

dikkat edilirse,

Z X k(m) ‘
hr et [Yoram)
_1 X gk (m) L‘p
& Dok
Xk an)
4 ak(m) -Li=
+l xgk(m) L‘p
h, T, Yokm)
Xk an)
m—L <&
max {kEI #W L|2£}
S M m ho- (m) + gp
T
< Mi + P
~ h

T

dir. Boylece, m ye gore dizgiin olarak

llj&h— Z

KEIL,

X k(m) ‘ _ O

Yok(m)

elde ederiz ki bu da ispati tamamlar. m

Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 den asagidaki sonug
elde edilir.

Sonug¢ 3.1 0 < p < oo olsun. Budurumda,
359 [N 9] N+t

dur.
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Simdi, lacunary I -asimptotik denklik kavrami ile
Savas ve Patterson (2006) tarafindan c¢alisiimis olan
Sye-asimptotik denklik kavrami arasindaki iliskiyi
verelim.

Teorem 3.4 x = (x;) ve y = (yy) dizilerinin L kath
lacunary I -asimptotik denk olmasi igin gerek ve
yeter sart bu dizilerin L kath S,g-asimptotik denk
olmasidir.

Sonu¢ 3.2 Savas ve Patterson (2006) tarafindan
yapilan calismadaki Teorem 3.6, Ulusu tarafindan
yapilan ¢alismadaki Teorem 2.9 ve bu calismadaki
Teorem 3.4 dikkate alindiginda,

1 <liminfq, <limsupgq, < o
r r

sartini saglayan her 8 = {k,.} lacunary dizi igin

L
Ize Ig
X~yex~y

elde ederiz.
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