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Ozet
Anahtar kelimeler Elipsoit merkezine gore tanimlanan dik koordinat sisteminden enlem ve yiksekligin elde edilmesi
Elipsoit yiizeyi, cografi  jeodezide enlem problemi olarak bilinir. Lineer olmayan denklem sistemi ¢ézimi gerekli oldugundan
koordinatlar, yer iteratif yaklagimlarin kullanilmasi gereklidir. Bu konuda ¢ok sayida g¢alisma yayinlanmistir. Bu ¢alismada
merkezli dik sayisal analiz yontemlerine dayali ¢6zim yontemlerinden bir kismi ele alinmis bir test veri seti
koordinatlar, enlem kullanilarak karsilastirma yapilmistir. Bazi kaynaklarda dogrudan c¢oziim olarak nitelenen Bowring

problemi, iterasyon ybnteminin -10/10km yUksekliklerde iterasyonsuz olarak kullanilabilecegi, yerylzi disi noktalarda ise
disilk iterasyon sayilari ile Bowring ve Borkowski yéntemleri 6ne ¢ikmaktadir.

Transformation from Geocentric Coordinates to Geographic Coordinates

Abstract
Keywords The transformation from geocentric to geographical coordinates is known as latitude problem, which is
Ellipsoid surface, one of the most handled problems in mathematical geodesy. There are a number of papers devoted to
geographic this problem. The problem requires solving nonlinear equations. In this paper a set of methods are

coordinates, geocentric  focused on, and are tested by using a test data set. After tests it has been seen that Bowring method

coordinates, latitude with no iteration is usable for terrestrial locations (heights between -10km and 10km). For satellite

problem, iteration locations this method should be used with iterations. Among the methods tested Bowring and
Borkowski methods are superior in terms of maximum iteration numbers and low residual errors.

© Afyon Kocatepe Universitesi

1. Giris goralmastlr. Yerylzi disindaki noktalarda ele
alinan tim yontemler iteratif olarak vyeterli

Elipsoit merkezli dik koordinat sistemi (X, Y, Z) ile
dogruluga ulasmaktadir.

cografi koordinatlar (enlem, boylam ve yikseklik,
@, A,h) arasindaki  déntsim, vya da dik 2. Materyal ve Metot

koordinatlardan enlem ve yiiksekligin elde edilmesi 2.1. Yer Merkezli Dik Koordinatlar ile Cografi

iteratif ¢O6zimler gerektirdiginden jeodezide Koordinatlar Arasindaki iliski

Gzerinde pek ¢ok calismanin yapildigi bir alandir ve
kaynaklarda enlem problemi olarak adlandirilir. Yer merkezli dik koordinat sisteminin z ekseni yerin
donme eksenine c¢akisik, x ekseni baslangi¢
Bu caligmada 6 ¢bzim ydntemi ele alinip, birbirleri  meridyeni diizleminde, y ekseni ise bu iki eksene
ile karsilastirilacaktir. Cozim yodntemlerinin hepsi dik olarak tanimlanir (Sekil 1).

iteratif olup, bunlardan Bowring yontemi nokta

yiiksekliklerine bagli olarak tek adimda da cozim  Elipsoit Gzerinde ya da disindaki noktalar icin

saglayabilmektedir. Yapilan testlerde degisik ~ Co8rafi  koordinatlardan yer  merkezli  dik

yiikseklik secenekleri iceren test verileri kullanilarak ~ Kkoordinatlara  gecis  elipsoidin  parametrik
Bowring yonteminin hangi yiikseklik degerlerinde denklemlerinden yaralanilarak dogrudan yapilabilir.
tek asamada yeterli dogruluk verdigi de ortaya
konmustur. Yerylziinde bulunan noktalar igin en
uygun yontemin Bowring yontemi oldugu
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Sekil 1. Yer merkezli koordinatlar ve cografi koordinatlar

x = (N +h)cos g cos 4
y = (N +h)cos psin 4 (1)
z=(N({L-e?)+h)sing

Burada e elipsoidin birinci dis merkezligini, N ¢apraz
egrilik yaricapini ifade etmektedir.

Ne—2 (2)

J1-e%sin® g

Elipsoit ylizeyinde bulunan noktalar icin (h=0)
enlemin (1) esitliklerinden dogrudan elde edilmesi
mUmkanddr.

p=yx*+y’

olmak lzere;

tangp =

3
p(L—e? G

esitliginden enlem bulunur. Elipsoidal yliksekligin
sifirdan farkli olmasi durumunda enlemin dogrudan
elde edilmesi mimkin degildir. Elde edilen enlem
esitligi dogrusal olmayip ¢6zimi iteratif olarak
yapilabilir. (1) esitlikleri
olmayan enlem esitligi asagidaki gibi elde edilir.
Ek A’da vyer

diizenlenirse dogrusal

Donel elipsoit parametreleri

almaktadir.

2 -
tango:2+e N sin ¢ @)
p

(4) esitliginde elipsoidal ylikseklik sadelesmis
durumdadir. (1) esitliklerinin ikinci dis merkezlilige
gore dizenlenmis hali kullanilarak yiksekligin de
icinde gectigi dogrusal olmayan enlem esitligi elde
edilebilir.  Enlem bulunduktan sonra elipsoidal

yukseklik (1) esitliklerinin diizenlenmesiyle bulunur.

he—P _N (5)
oS @

Boylam (1) esitliklerinden kolayca bulunur.

tan Al = Y (6)
X

(4) ve (6) esitliklerinde tanjant fonksiyonunun tersi

T T
alinirken agilarin degisim araliginin —ESgDSE

ve — 7 < A < 7 oldugu dikkate alinmaldir.

Boylamin dogrudan elde edilmesi mimkin
oldugundan problem meridyen dizleminde de
yontemlerinde

irdelenebilir. Bazi ¢O6zim

indirgenmis enlem ( £) kullanilmaktadir (Sekil 2).

-------------------- P
E|ipsoit A g P" E
b N\
N/ b
WABA? L L
a > i
% Elipsoit Normali
.......................... ,.“'~~"‘Yard1mc1 Kiire
Sekil 2. Meridyen dizleminde enlem problemi

(S : indirgenmis enlem)

2.2. Enlem Problemi

Yer merkezli koordinatlardan cografi koordinatlarin

elde edilmesi problemi lizerine jeodezi
kaynaklarinda pek cok calismaya rastlanir. Onceki
yayinlari da 6zetleyen son calismalardan biri Ligas

(2013) dur.
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Bu c¢alismada az sayida (adimda) iterasyonla ¢6zim

saglayan 5 yontem ele alinip birbirleri ile

karsilastirilacaktir.

2.2.1. Enlemin basit iterasyonla bulunmasi

Enlemin  ilk  vyaklasik degeri (4) esitligi
basitlestirilerek bulunur.
VA
tang, = — (7)
p

iterasyonun her asamasinda bir &nceki enlem
degeri ile son bulunan enlem degeri arasindaki
farka bakilir. Aradaki fark yeterinde kiiclik olunca
bilgisayar
programlamada 8 byte reel sayr tanimlamasinda

iterasyon sona erer. Bu amagla
(double duyarlik) sifirdan farkli anlamh en kiglk
sayl olan 10* degeri 6lcit olarak kullanilabilir. Bu
sekilde enlem 14 basamak dogrulukta elde
edilebilir. Enlem belirlendikten sonra yikseklik (5)
esitliginden bulunur. Enlemin derece biriminde 9
basamak dogrulukta elde edilmesi jeodezide
cografi koordinatlarda istenen 0.0001" dogrulugu
saglar (Demirel ve Ustiin 2013). Ancak bu dogruluk
yluksekligin (5) esitliginden bulunmasi icin genellikle
yeterli degildir. Bilgisayar teknolojisinin sagladig
maksimum biriminde 14

dogruluk (radyan

basamak) kullaniimalidir.

Basit iterasyon yontemi en ¢ok 10 adimda yeterli
dogrulugu verir.

2.2.2. Enlemin ve Vyiiksekligin birlikte basit
iterasyon yontemi ile ¢oziimii

Enlemin dogrudan iterasyonunda vyiksekligin
dogrulugu enlemin dogruluguna siki sikiya baghidir.
Yiiksekligi iterasyona katarak enlem dogrulugunun
etkisi azaltilabilir. Enlem esitligi ikinci dis merkezlige

gore diizenlenirse,
12 -1
tanw:M 1+e’2L (8)
p N +h

elde edilir.

Trigonometrik fonksiyonlarin dogruluga etkisini de
azaltan bir yéntem Demirel ve Ustiin (2013)
tarafindan verilmistir. Buna gore enlemin baslangi¢
degeri (8) ifadesindeki ikinci ¢carpan ihmal edilerek
bulunur.

12
tang, = z(1+—pe) (9)

Enlem degeri yerine iterasyonda enlemin tanjanti
ve kosiniisii kullanilir. iterasyon adimlari:

cos’ ¢, = 1 (10)
P 1 tan? 7
N, = ¢ (11)
J1+e?cos® o,
h =P _Ni (12)
CoS @,
iterasyonun ilk adiminda tangdegeri (9)

esitliginden, diger adimlarda (8) esitliginden elde
edilir. (8),(10), (11) ve (12) esitlikleri yukseklikteki
degisim 4 basamagin altina ininceye kadar devam
ettirilir. iterasyon bitince son tang degerinden

enlem bulunur.

Bu yontemde genellikle 4-5 adimda c¢6ziim elde
edilir.

2.2.3. Enlemin Newton-Raphson yéntemi ile
iteratif ¢oziimii

(4) esitliginin ¢6ziimU Newton-Raphson yontemi ile
de yapilabilir. Bu amagla kapali bir fonksiyon (sifira
esit) ve tlirevinin belirlenmesi gereklidir.

2 -
f(p)= arctan(wJ ~p=0 (13)

p
1 ae’
t'(p)= ;
2 2
1. z+e’Nsing | VX TY
VX2 +y?
cosp e’ sinpcos @ 9

Vi-e’sin® e (1—e2 sin? go)g
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B e’ pN cos ¢
X2 +y? +(z+e*Nsing) 14)
e’ sin
1+2—-(€ -1
l1-e“sin“¢
iterasyon baslangic degeri icin (7) esitligi
kullanilabilir.
flo
O = @iy _M (15)
f ((Di—l)
. flo
Iterasyon ﬁ degeri yeteri kadar kigik
f (¢i)
oluncaya kadar devam ettirilir. Bu sekilde

belirlenen enlem degerinden vyararlanarak (5)
esitliginden yukseklik (h) bulunur.

Bu yontemde iterasyon 3-4 adimda 14 basamak
hassasiyete ulasarak sona erer. Noktanin ekvatora
ya da kutuplara yakin olmasi iterasyonu etkilemez.

iterasyon icin gerekli kapali fonksiyon,

2 .

(16)
seklinde de olusturulabilir. Bu durumda tiirevi:
2 2 i
N n

- ey, s

v (17)
3 1

cos’ @

2.2.4. Enlem ve yiiksekliGin Newton-Raphson
iterasyonu

Enlem ve vyikseklik birlikte Newton-Raphson

iterasyonuna tabi tutulabilir. Bu durumda iki

denklemden iki degiskeninin  ¢6zimi  sOz

konusudur.

Meridyen elipsi diizleminde P noktasinin Kartezyen
koordinatlari (Sekil 2):

p=(N +h)cose

(—N +hjsin(p (18)

z
1+e”

Kapal fonksiyonlar:
f.(¢,h)=(N +h)cosp—p=0

N : (19)
f2(¢,h): ((14_74_ hjSII’l(p— z=0

Matris formunda yazilirsa;

(N +h)c ogs— p
L:{ﬂ E:( N +hjs -z
1+e?
a o
_| 0p Op
J o, o, (20)
ch oh

olmak (izere, iterasyon:
-1
1i+l = Ai _ii Ei (21)

seklinde vyapilir. X matrisinde birim uyumu
saglanmasi icin enlem radyan olarak alinmalidir.
iterasyonun durmasi icin enlem ve yiikseklik icin
gereken basamak dogrulugu farkli oldugundan iki

farkh dlcit kullaniimahdir. iterasyon,

J'F, {ﬂ (22)
&

o _14
kosulu  saglaninca  durdurulur. g =10"",

&, =107" degerleri 6lgiit olarak alinabilir.

Kismi turevler:

%:_(M +h)sin¢ a—fzz(l\/l +h)COS(0

op op (23)
o _ cos at sin
on 7 on 7
iterasyon icin gereken baslangic degerleri:
12
p
h=—P N, (24)
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2.2.5. Bowring Yéntemi

Bowring iterasyon yontemi matematiksel jeodezide
bilinen en kisa iteratif yontemdir (Bowring 1976).
ilk adimda yerylizii Uzerindeki noktalar igin

(—10000m < h <10000m)
¢6ziim sagladigl icin Bowring tarafindan iteratif

yeterli  dogrulukta
olmayan bir yaklasim olarak da kullanilabilecegi
ifade edilmistir (Bowring 1976). Yontem, enlem
esitliginin Taylor serisine agilip diizenlenmesiyle
elde edilen indirgenmis enlem esitligine dayanir.

_ b(z+be?sin® B)

tan ——
a(p—ae“cos’ f)

(25)

(25) esitliginden indirgenmis enlem basit iterasyon
ile  bulunabilir. indirgenmis enlemin baslangig

degeri:
tan 3, = 2 14e? (26)
p

olarak alinir. indirgenmis enlem bulunduktan sonra
cografi enlem,

tang =J1+e'? tan B (27)

esitliginden bulunur. Yukseklik ise (5) esitliginden
hesaplanir. Yontem en ¢ok 3 adimda enlemde 14
basamak dogrulukta ¢6ziim saglar.

indirgenmis enlemin baslangic degeri (26) ile
belirlenip, (25) esitligi asagidaki gibi dizenlenip
yerylzii noktalari i¢in yeteri dogrulukta enlem bir
adimlik iterasyon ile (dogrudan) belirlenebilir.

_ z+besin®p

tanp=———"1
4 p —ae’ cos® S

(28)

Ancak bu sekilde uydu konumlari gibi yeryiziiniin
disinda bulunan noktalar i¢in yeterli dogrulukta
¢6ziim elde edilemez. iterasyon yapilmalidir.

2.2.6. Borkowski Yontemi

Borkowski kapali bir esitlikten indirgenmis enlemin
iteratif olarak ¢o6ziminli ©6nermistir (Borkowski
1989).

f(B) =2sin(f—-c,)—c,sin24=0

bz
c, = arctan—

ap
29
a’ —b? (29)
C, =
V(@p)* + (bz)*
Burada C, ve C, sabit terimlerdir. Newton-

Raphson ydntemi ile iterasyon asagidaki esitlikler
ile yapilir.

f'(p)=2cos(f—c,)—2c,cos2p3

f(i1)

A

indirgenmis enlemin baslangic degeri icin (26)
esitliginden yararlanilabilir.

3. ARASTIRMA

birbiri ile
karsilastirilmasi icin enlemi 0-90° arasinda 15

Bolim 2'de verilen 5 ydntemin
araliklarla artan, degisik yikseklik degerlerine sahip
4 degisik test verisi olusturulmustur. Her bir veri
seti 360 noktadan olusmaktadir. (5) esitligi enlemin
durumunda

90° olmasi kullanilamayacagindan

(payda sifir olacagindan) veri setlerine 90°
alinmamugstir. Tablo 1 veri setlerinin o6zelliklerini,

tablo 2 ise test edilen yontemleri 6zetlemektedir.

Benzer bir calisma Laskowski (1991) tarafindan da

yapilmis, Bowring ve Borkowski yontemleri
karsilastirilmistir.

Tablo 1: Test veri setleri

Veri Seti Enlem Araligi  Yiikseklik Nokta Sayisi
1 0-90° -1000 km 360

2 0-90° -10 km 360

3 0-90° 10 km 360

4 0-90° 1000 km 360

5 0-90° 10 000 km 360

6 0-90° 100 000 km 360
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Tablo 2: Test edilen yontemler

Yontem  VeriSeti  Aciklama

A 2 Enlemin basit iterasyonla bulunmasi

B 7 Enlemin ve yiiksekligin birlikte basit
iterasyon yontemi ile ¢oziimii

Cc 3 Enlemin Newton-Raphson yontemi ile iteratif
¢OzUiimil

D 0 Enlem ve yiksekligin Newton-Raphson
iterasyonu

1 Bowring Yo6ntemi iterasyonlu
F 6 Bowring Yo6ntemi iterasyonsuz
G 4 Borkowski Yontemi

Testler yazar tarafindan C dilinde gelistirilen yazilim
ile Linux isletim Sistemi’nde gerceklestirilmistir.
Enlem boylam ve elipsoidal yikseklik bilgileri iceren
test verileri once yer merkezli koordinatlara
donustiridlmis, daha sonra Cizelge 2’de yer alan
yontemlerle enlem ve yukseklik geri
hesaplanmistir. Enlem ve yliksekligin ilk degerleri
ve hesaplanan degerler arasindaki farklar
belirlenmistir. Enlem i¢in 14 basamak, yikseklik igin
ise 6 basamak duyarliginda iterasyon yapilmistir.
Programin her oturumunda 360 noktanin islenmesi
sirasinda gecen CPU zamanlari da hesaplanmis, en
kiicik CPU zamanina oranlanarak goreceli CPU
zamanlari bulunmustur. islemci program calisirken
cok sayida arka plan islemleri ylrattiginden elde
edilen CPU

baglamda goreceli CPU zamanlari algoritma hizi ile

zamanlar  degisebilmektedir. Bu
ilgili bir fikir vermekle birlikte kesin bir algoritma
hizi 6lgliti olarak gorilmemelidir. Yontemlerin
karsilastirmasinda maksimum iterasyon sayisi ve
olarak

enlem ve vyikseklikteki mutlak deger

maksimum fark daha objektif olcilitler olarak
kullanilabilir. Cizelge 3’de her veri seti icin her
yontemin maksimum iterasyon sayisi, géreceli CPU
zamani, enlem ve ylkseklikteki mutlak deger olarak

maksimum fark degerleri yer almaktadir.

Tablo 3
iterasyonsuz olarak kullaniminin £10km araligindaki
ylksekliklerde kabul
gorilmektedir.

incelendiginde Bowring yonteminin
edilebilir sonuglar verdigi

disindaki
enlem ve yikseklikte olusan farklar jeodezik olarak
kabul edilebilir (10 , 10* m den buyik) sinirlan
asmaktadir. Bu baglamda bu yontem (yontem F)

Bunun ylksekliklerde

uydu  konumlari  s6z  konusu  oldugunda

kullanilamaz. Basit iterasyon yontemleri beklendigi

gibi maksimum iterasyon sayisinin fazlahg ile
dikkat cekmektedir.
enlem ve yuksekligin Newton-Raphson iterasyonu
(Yontem D) vyuksek CPU ile dikkat
cekmektedir. iterasyonlu Bowring ve Borkowski

Matris islemleri nedeniyle

Zamani

yontemleri (Yontem E ve G) dislik iterasyon adimi,
enlem ve yukseklik farklariyla dikkat cekmektedir.
zamanlar da

Bu yontemlerin goéreceli CPU

digerlerine gore fazla degildir. Genel olarak
bakildiginda iteratif yontemlerin timd kabul
edilebilir farklar icinde problemin ¢6zimind

saglamaktadir.

4. SONUC ve ONERILER

Matematiksel jeodezide enlem problemi olarak da
ifade edilen yer merkezli dik koordinatlardan
cografi koordinatlara (enlem, boylam, elipsoidal
yukseklik) gecis dogrusal olmayan denklemlerin
¢6ziminlG  gerektirir.  Bu  nedenle  sayisal
¢ozimleme tekniklerinin kullanilmasi gerekir. Bu
konuda jeodezi kaynaklarinda pek ¢ok calismaya
rastlanir. Bu calismada temel sayisal ¢6zliimleme
yaklasimlarina dayali ¢6zim vyollari ve jeodezi
kaynaklarinda one g¢ikan Bowring ve Borkowski
yontemleri ele alinmistir. Yapilan karsilastirmalarda
Bowring y6nteminin

yerylzi  noktalari igin

iterasyonsuz uygulanabilecegi, uydu konumlari igin

en ¢ok 3 iterasyonda sonug¢ verdigi, matris
kullanilan  yaklagimlarin  goreceli olarak CPU
zamanlarinin fazla oldugu, iterasyonlu olarak

Bowring ve Borkowski yontemlerinin en ¢ok 3
iterasyonla sifir kabul edilebilecek hatalarla sonug
verdigi gorilmustir. Test edilen tim iterasyonlu
yontemler hem vyerylzii noktalari hem de uydu
yeterli  dogrulukta

konumlari  igin sonug

vermektedir.
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yaricap! (1—92 sin? )g A 6 15 1.27E-14  5.59E-09

¢ B 7 16 1.27E-14  7.45E-09

Meridyene dik a C 4 23 1.276-14  3.73E-09

o N=— £ D 4 9.2 1.27E-14  3.73E-09

egrilik yaricapi V1- e’sin? @ g E 3 1.7 191E-14  2.98E-08

S ¥ 0 2.0 4.736-07  1.60E-01

= 6 3 1.4 1.27E-14  1.36E+05

A 4 1.3 1.276-14  4.47E-08

B 6 1.2 1.276-14  4.47E-08

C 4 21 1.276-14  4.47E-08

€ D 4 10.8 1.276-14  2.98E-08

S ¢ 3 16 1.276-14  2.09E-07

% F 0 2.2 1.726-07  3.79E-01

S G 3 13 2.54E-14  1.36E-06
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