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OZET

Bu c¢alismada asagidaki -¢cok boyutlu baglangic smir-deger probleminin
¢cozimintin varligr ve tekligi arastirlmigtir:

2
THED 2 Lt )= POttt a1, ). 0T, X, (1)

or’ a
u(0,x)=9(x), v (0,x)=y(x), xe€Q, 2)
u(t,x)|r=0, 3)

burada 0<T<+oo; Xx=(Xi, ..., X,); Q- yeteri kadar diizgiin S sinur1 olan n —
boyutlu bolgedir;

u, :(uxl,...,uxn),

Uy = (U gy seemor Uy eens Uy s Uy )3 T=0,TIS;
0 ou(t,x)
L(u(t,x)) = 2, —(a, (x) )~ a(x).u(t,x), )
i‘jzlaxi aXJ

a;i(x) (1, j=l,...,n) ve a(x) ise € bolgesinde olgiilebilir ve smirh
fonksiyonlardir ve agagidaki kosullart sagliyorlar:
n

. n
a(0=a(0; a(x20; D ay(x)E &z o) & ®)

ij=1 i=I
en az bir >0 ve her reel & (i=1, ..., n) sayilari i¢in; @, y, F — verilmis
fonksiyonlardir.
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ON THE SOLUTIONS OF A CLASS OF THE NONLINEAR PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS OF 3 - rd ORDER

ABSTRACT

In this study we investigate the existence and uniqueness of the solutions of
the multidimensional initial — boundary value problem:

Ju(t,x) 0

—————(L(u(t,x))) = F(t,x,u,u,,u,u,,u,), te[0,T], xe,
ot* ot

(D
u(0,x)=¢(x), u (0,x)=y(x), xel, (2
u(t,x)lr=0, (3)

where 0<T<+o0; x=( Xy, ... » Xp); € is n-dimensional bounded domain
with enough smooth boundary S;

u, = (U, ey ),

Uge = (U g emms Uy ey Uy g enees Uy )y T=[0TIXS;
o 0 ou(t,x)
L(u(t,x) = 2 —(a;(x) )~ a(x).u(t,x), @
i‘jzlaxi aXJ

a;j(x) (i, j=1,.....,n) and a(x) are measurable and bounded in the Q, and satisfy

the following conditions:
n

a0=a(0; 2020, D ay(X) &2 a) & ®)
=l i=1

for some o>0 and for real &; (i=1, ..., n); ¢, y, F — are given functions.
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1. GIRIS
Fizik ve mekanigin ¢esitli alanlarinda,

w8
e - a (Lu) = F(t, x, u, u, Uy, U, Uxy)

o))

denkleminin 6zel basit durumlari arastirilmustir.

Bu tipten problemin L=A, n<3 ve F=Au+f(u) 6zel durumlarim G.F. Webb
incelemistir [2]. Problemin n=1, Q=(0,1) ve Lu=o.ux 6zel durumlarin da
T.A. Sarifov incelemistir [3]. Problemin F(t, X, u, u;, Uy, Uk, Uu)=3(U(t,X))
durumunu Khudaverdiyev K.I. ile Aliyev S.C. n’nin tiim degerleri igin
incelenmistir [4]. Adi gegen calismadaki J(u(t,x)), lineer olmayan
operatordiir. Khudaverdiyev K.I. ve [smailov A.I. problemin F(t, x, u, u;, uy,
Uy, Uxx) = F(t, X, U, Uy, Uy, Uy, Uk, a(t)) ve n=1 6zel durumlarini incelemigtir
[5]. Son zamanlarda ise uy - o . Uux = F(t, X, U, Uy, Uy) denkleminin bir
boyutlu durumu Khudaverdiyev K.I. ve Hiiseynova N.R. tarafindan ele
alinmistir [6].

Calismamizin esas ayirict 6zelligi problemin, n’nin smirl degerleri igin degil
de tiim degerleri i¢in incelenmesidir.

Bizim g¢aligmamizda hemen hemen her yerde ¢6ziim tanimlandiktan sonra
her n i¢in (1) — (3) probleminin hemen hemen her yerde ¢6ziimiiniin varligi
ve tekligi hakkinda teoremler elde edilmistir.

2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

[ [e]
Caligmamizda Ladijenskaya O.A’min  tammladigt D(Q) ve D+(Qy)
smiflarindan yararlanacagiz ( [1], sayfa 38). n — boyutlu Q bolgesinde
stirekli diferensiyellenebilir ve Q’nin smirina yakin noktalarda sifira esit

olan tiim fonksiyonlarin kiimesine D(€) denir. D(Q) 'nin W21 (€2) uzaymin
normuna goére kapanigina da D(Q) smifi diyecegiz. W21 (Q) uzaymnn
tamligindan dolay1 D(Q)c W;(Q) dir.

n+1 boyutlu Q=[0,T] x Q) bolgesini ele alalim. Q. ile Q ‘nin smirina yakin
olan noktalarin kiimesini gosterelim, dyle ki Q. kiimesinin elemanlar1 Q’nin
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sinirindan en fazla ¢ uzaklhigindadirlar. Q=[0,T] x Q bolgesinde siirekli
diferensiyellenebilir ve [0,T] x Q/da sifira esit olan tim u(t,x)

fonksiyonlarin  kiimesine D.l(Q) denir. D,(Q) ’nin W;(Q) uzayinin
(o} o

normuna gére kapanigina da D,(Q) sifi diyecegiz. D,(Q)c W, (Q) dir.

(1) — (3) problemini incelemek amaciyla (4) ifadesiyle tanimlanan L

operatoriiniin 6nemli bir 6zelligini ([1], sayfa 45) géz Oniine alalim: (4)
ifadesi ve (3) sinir gartlart ile tanimlanan L operatériiniin sonsuz sayida

0> =42 =A) 2.2 =A% >..(s > o iken0 < A, < +o)

negatif 6zdegerleri ve L,(€2) Hilbert uzayinda tam ve ortonormal olan v (x)
genellesmis 6zfonksiyonlar sistemi mevcuttur.

Ayrica, L operatoriiniin her bir v (x) genellesmis 6zfonksiyonu sifira 6zdes
[0}

olmayan ve D(€2) simifinin elemani olup V®(x) € D(Q) i¢in

f{iau(x)m.a@(x) +a(x)0, () D(x) tdx = 2. o (x)B(x) dx
ox;  0x,

Q =l Q

integral 6zdesligini saglayan bir fonksiyondur.

(I) = (3) problemini incelemek amaciyla ng;’ Banach uzaylarini

6T

tanmmlayalim. Bu uzaymn elemanlari, Qr=[0,T]x Q’dan alan

u(t,x)=ZuS(t).Us(x) bi¢imindeki fonksiyonlardir, 6yle ki u,(t) fonksiyonlar
s=1

[0,T] araliginda ¢ > O mertebeden siirekli diferensiyellidirler ve

1

4 0 Bi | B
Z{Z(?ﬁ‘ .(1)na>T(l ul” (1) U } =T, (u) <+
<t<

i=0 U s=1|

kosulunu sagliyorlar; burada o;> 0, 1 < ;< 2, i=0,1, ..., ¢ dir.

Bu uzayda normu || u || =Jr(u) bi¢iminde tanimlayalim. Bu tip uzaylarin
hepsi Banach uzaylardir.
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Bu c¢alismada (1) — (3) probleminin hemen hemen her yerde ¢6zimii
aragtirildigindan dolay: bu ¢6ziimii de tanimlayalim. (1) — (3) probleminin
0

hemen hemen her yerde ¢oziimii agagidaki 6zellikleri tagtyan u(t,x)eD,(Q;)
fonksiyonuna denir:

i) u(t,x) fonksiyonu u(t,x), u, (t,x), Uy (t,x),uxixj (t,x),u, (t,x) ve
Ui, (t,x)(1,j=1,...,n) tirevleri ile birlikte L,(Qr)’nin elemanlaridir; burada
Qr=[0,T]xQ dir.

ii)  u(t,x) fonksiyonu (1) denklemini Qr’de hemen hemen her yerde
sagliyor, yani denklemi saglayamadigi noktalar kiimesinin 6lglimi sifirdir.

iii)  u(t,x) fonksiyonu (2) baglangi¢ degerlerini

f{u(t,x) —o(x)) dx - 0, J‘{u‘(t,x) - \p(x)}zdx -0 (t = +0)
Q Q
anlaminda aliyor.

Fourier yontemi uygulanarak (1) — (3) probleminin hemen hemen her yerde

¢Ozimi,

u(t,x) = ius(t).os(x)
s=1

bigiminde aranacaktir. Burada u(t,x) fonksiyonunun

u (t)= J—u(t,x).us(x)dx

Q

Fourier katsayilarinm bulunusu [0,T] araliginda asagidaki sonsuz sayida
lineer olmayan integro — diferensiyel denklemler sisteminin ¢oziimiine
indirgenir:

1 2 1
u () =0, + k_z(l - e"xst)\ys + ;? IIS(u(t,x)).{l - e—xzs(m)}.os(x)dxdt
5 so0Q

(s=1,2...) (6)

burada
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Q= J.(p(x)‘us(x)dx, Y, = J.\y(x).us(x)dx ve

Q Q
I(u(t,x))=F(t,x,u(t,X), u(T,X), Ux(T,X), Urx(T,X), Uxx(T,X)) dir. N

(6) denklemler sisteminin ¢ozlimiiniin varligini soyle kanitlayabiliriz:
(1) denkleminden V®(t,x)eL(Qr) igin,

L{{un(t, X)— %(L(u(t, X)) - 3(u(t, x))}.CD(t, x)dxdt = 0, (8)

esitligini elde ederiz. Burada J(u(t,x)) operatorii (7) esitligi ile
tanimlanmustir.

Ozel olarak,

D(t.x) (t—T)z.US(X) 0<t<t, xeQ ise
D(t,x)=
0 1<t<T, xeQ ise

alalim. Burada s=1,2, .... ve 1 € [0,T] dir. (2) baslangi¢ kosullarin1 géz
oniine alarak (8) esitliginin birinci terimine t’ye gore iki kere ve ikinci
terimine de t’ye gore bir kere pargali integrasyon yontemi uygulanirsa,

2 Ju (t)dt - 2% f(t —T)u (t)dt - f(t — )23, (wt)dt - 21, — Ty, — Xl =0

0 0 0

esitligi elde edilir. Burada 3, (u;t) = J.S( u(t,x))u,(x)dx dir.
Q

Yukaridaki esitligin © degiskenine gore arka arkaya ti¢ kere diferensiyelini
alirsak,

u’(t) + Al (1) = 3, (w;7) (t €[0,t]),

us(O) = (ps’ u,g(o) = \vs

problemini elde ederiz. Bu problemi ¢ozersek (6) denklemler sistemini elde

ederiz.
Calismamizda asagidaki yardimer 6nermeden de yararlanacagiz [7].
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Yardimct Onerme:

(1) — (@) probleminin hemen hemen her yerde ¢Oziimii olan u(t,x)

0
fonksiyonunun a—aij(x) (i,j,k=1,...,n) genellesmis tiirevleri {2’da sinirl
Xk
ise u (t)= Ju(t,x).us(x)dx (s=1,2,...) fonksiyonlart [0,T] araliginda (6)
Q
denklemler sistemini saglar.

3.(1) - (3) PROBLEMININ HEMEN HEMEN HER YERDE
COZUMUNON TEKLIiGi

Teorem 1:

Asagidaki kosullar saglandiginda (1) — (3) probleminin ng‘T uzaymda
hemen hemen her yerde ¢oztimii varsa, tektir.

- ax) € C(Q) (1,j=1, ..., n); a(x) € C (Q); SeC%

L operatoriiniin v (x) =0 smir kosulunu saglayan v (x) 6zfonksiyonlar1
Q’da ikinci mertebeden siirekli diferensiyellenebilirdirler.

2. F(t, x, u;, ..., un) (N=2+2n+n2) fonksiyonu kapali 6Tx(-oo, oo)N
bolgesinde siireklidir.

3. n=I ve VR>0 icin Qqx[-R, R]" bélgesinde
N
IF(6X,0, 0y ) = B X, T, T I Cp. D, — T ;
=1
n=2.3 ve VR>0 i¢in Qx[-R, R]"?x(-00, 00)N"*? bslgesinde

N
IF(6,%, 0,00y ) = F(6X,T, 0, T IS Cp D fu, — T ;

i=1
n=4.5 ve VR>0 i¢in Qrx[-R, R]x(-o0, oo)N‘l bolgesinde

[F(t,x,u,,...,uy) = F(t,x,T,,..., Uy )|<
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n+2 N
< cR.{]ul - a,[ﬁLZ(Hmi]Mmi[ﬁ )Ju, =T, Z|ui -1, |};
i=2

i=n+3

n>6 icin ise Qrx(-o0, )™ blgesinde
[F(t,x,u,u,,..,uy) = F(LX,U),.L, TS

n+2 N
< CA (I uy [T, ) Ju, =, b2 (1 P fu, — T Zlui—ﬁil}

i=2 i=n+3

kosullar1 saglaniyor.

Burada Cg>0, C>0 sabitler ve n>6 oldugunda 0 <o < ; n>4 oldugunda

n-—

ise 0<fB< dir.

n—-4

ispat:

(1) = (3) probleminin B;é:r uzayinda u(t,x)zZuS(t).Us(x) ve

s=1

u(t,x)= Zﬁs(t) v,(x) gibi iki farkli hemen hemen her yerde ¢ozimii
s=1

oldugunu varsayalim. O halde yukaridaki yardimei 6nermeden yararlanarak

(6) denklemler sisteminden Vt € [0,T] i¢in,

Ju- ;. <c| J.{S(u(t,x)) — S(1i(1,x))) dxdt 9)
27 0Q

esitsizligini elde ederiz. Burada C>0 sabittir. (9) esitsizliginden, Bi’;,T ve
B;:;‘T uzaylarinin &zelliklerinden, Sobolev’in dahil etme teoremlerinden,

Ladijenskaya’nin [1] ¢aligmasindaki esitsizliklerden (Sayfa 84’te (18) ve
sayfa 88’de (2.1) esitsizlikleri) ve teoremin 3. kosullarindan yararlanarak vt
€ [0,T] i¢in,

t
Ju-w ZZIT gco_ﬂ|u~ﬁ]|;§:.m de (10)

By
2,2,
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esitsizligini elde ederiz. Burada Cy>0 sabittir.

Belman esitsizliginden yararlanarak (10) esitsizliginden Hu -1 ”BZ" =0
2,2,T

oldugunu elde ederiz.

Bundan dolay1 u=1 dir. Teorem ispat edildi.

4. T NIN YETERI KADAR KUCUK DEGERLERI ICIN (1) - (3)
PROBLEMININ HEMEN HEMEN HER YERDE COZUMUNUN
VARLIGI

Teorem 2:

Asagidaki kosullar saglandiginda (1) — (3) probleminin T’nin yeteri kadar
kiigtik degerleri igin B;‘é,T uzayinda hemen hemen her yerde bir tek ¢oziimi

vardir. .
L a(x)e CP(Q) (j=1,..,n); ax)e C(Q); SeC’

L operatdriiniin v (x)|;=0 smir kosulunu saglayan v,(x) 6zfonksiyonlari
Q’da tigiincii mertebeden siirekli diferensiyellenebilirdirler;

0(x) € W3 (Q) A D(Q);
L(p(x)) € D(Q);

v(x) € W, (@QNDQ).
2. F(t, &, &) (N=ntN=2+3n+n’) fonksiyonu FE, (1,....E)
(i=1,2,....,N) tiirevleri ile birlikte Qrx (-00, 00)N bolgesinde siireklidirler.

3. Vt e [0,T], xeS; &, 5,-,&y € (-0, ) igin F (t, X, 0, 0, &z .. £;)=0
dir.

4, i=1, 2, ..., 2n+2 degerleri i¢in

n=2 oldugunda VR>0 igin Q= Qx[-R,R]"x(-0, o0)" ™2 (N=2+2n+n?)
bélgesinde,

ﬁ 2-¢
E. (L by )[ <C, .{1 + Ze‘ﬁj } £>0, N=2+3n+n> esitsizligi;

J=2n+3

n=3 oldugunda VR>0 i¢in Q, bolgesinde,
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N
< CR.{I + ‘Zléjih} esitsizligi;

j=20+3

)

n=4 oldugunda VYR>( i¢in (= QTx[ R R]x(-oo o)™ bolgesinde,

o

n+7

B, (L8 )| SCof 1+ e+ Z'z‘;] L& 0 esitsizlig;

=n+2 j=2n+3

Sj

n=5 oldugunda YR>0 i¢in Q, bolgesinde,

2n+2 By N ¥i
<Cral+ Zéj s ijl esitsizligi;
j

j=n+2 =2n+3

(68 tg)

n=6 oldugunda Q3= Qx(-0, )" béigesinde,
2n+2 B, N T
Eg)lsC. s 2l 2" o> 0 esitsiatig;

j=n+2 j=2n+3

|én+l|2_u

n>7 oldugunda €3 bolgesinde,

2n+2 N
o; Bi Yi e gees
’Fé(t,él,...,f,ﬁ)'sc,{l+ Eont| T Zij‘ + Z|§j‘ }e$ltSIlegl saglanir.
j=n+2 j=2n+3

5. =2n+3, ..., N degerleri i¢in ise,
n=2,3 oldugunda YR>0 i¢in Q, bolgesinde,

n=4,5 oldugunda VR>0 i¢in Q, bolgesinde,
IF (t.€,,E5) |<aR(t) ap(t)el (0 T) esitsizligi;
n>6 oldugunda ise Q; bélgesinde,

by )’ <a(t), a(t) € L,(0,T) esitsizligi saglanur.

Burada Cg>0, C>0 sabitler ve
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. .. . n
i=1,2,...,ni¢innx7 ise 0 <o, < ,
n—-=6
) n . n
nz5ise 0<PB; <——, n=3ise 0<vy, < ;

. . . . 4
i=n+1 iginn27 ise O <, < , n251se 0< B, < ,

n-6 n-4
4
n=3,4ise 0<vy, < , n>51se 0<y, < ;
n-2 n-2
2
=n+2,...,2n+2 i¢in n=7 ise 0 < a; < , n25ise 0<B; < ,
n-6 n-4
nz3ise 0<vy, < dir.
n-2

Ispat: Vu(tx)e B;ZZ,T fonksiyonu igin V(t,x) fonksiyonuna bagli asagidaki
A, operatériinii tanimlayalim:

LIS o (v.0)
Al.(V(t,x))=W(t,x)+gk—iﬂ{éaﬂ(g)n(u(r,g),V(T,g)),gg;L . J+
a@F[f’%uﬁ,éxut<r,a,ua(r,a),urgu,@,ug@(n&)]-21(_@}

.{1-@3“‘”}dgdr.us(x),

burada,

W(t,x) = i{(ps + }%2[1 - e—ﬁ-t]ws},os(X),
s=1 s

P, (u(r,8), V(1,8)) = F [ 1,6 0(1,0), 1, (1,81, (1.8, 1 (1,8), e (1,8)] +
+F,[t,8u(r.8), U, (1.8, (1,80, (7.8, (1,9)] V, (1.9 +
+F, [r.eu(t.8),u, (.8, U, (1.0, u (1.0, 0 (TO].V (1.9 +

+2F, [LEu(0.0, (10,0, (1D u (18 ug (] V, , (1.9 +
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n

+2F,, [REUEE (LD (D (1D (LB V (18 +

J=1

+ 2R, [FEuEDu, (10,0 (100 (1 (RO V (2D,
ik=t 7 i
1=1,2,..., ndir.

Sobolev’in dahil etme teoremlerinden, Ladijenskaya’nin [1] ¢alismasindaki
esitsizliklerden (sayfa 84’te (18) ve sayfa 88'de (2.1) esitlikleri), B33
uzayinin  6zelliklerinden ve teoremin kosullarindan yararlanirsak A,
operatoriiniin B;i: uzayinda bir operatdr oldugunu gosterebiliriz. Schauder
sabit nokta teoreminden (sabit nokta testinden) yararlanarak T’nin yeteri
kadar kiigiik degerleri i¢in A, operatdriiniin ng’T uzayinda en az bir u*(t,x)
sabit noktasinm varligini kanitlayabiliriz:

u*=A+(u*)

Bulunan u*(t,x) fonksiyonunun (1)-(3) probleminin hemen hemen her yerde
¢oziimii oldugu kanitlandiktan sonra bu ¢ozimiin tekligi de Teorem 1’de
belirttigimiz yontemle ispatlanabilir.
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