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Bu calismada kime dizileri igin kuvvetli asimptotik 7 -invaryant denklik, [J-asimptotik 7 -
invaryant denklik, kuvvetli [1-asimptotik 7 -invaryant denklik ve asimptotik 7 -invaryant
istatistiksel denklik tanimlari verildi. Daha sonra, verilen bu yeni kavramlar arasindaki iligkiler
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1. Girig invaryant yakinsaklik ile ilgili tanim, teorem ve

Bu ¢alismada N dogal sayilar kimesini R de reel
sayllar kimesini gosterir. Reel sayilarda yakinsaklik
kavrami Fast (1951), Schoenberg (1959) ve birgok
yazar tarafindan istatistiksel yakinsaklik kavramina
genisletilip incelenmigtir. 7 -yakinsaklik kavrami ilk
defa Kostyrko vd. (2000) tarafindan tanimlanmistir.
Nuray ve Rhoades (2012) kime dizileri icin
istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamis ve
aralarindaki iligkileri incelemislerdir. Kisi ve Nuray
(2013) kiime dizileri igin Wijsman 7 -yakinsakhk

kavramini tanimlamistir.

Ozellikler Raimi (1963), Mursaleen (1979, 1983),
Mursaleen ve Edely (2009), Nuray ve Savas (1994),
Nuray vd. (2011), Pancaroglu ve Nuray (2013a),
Savas (1989a, 1989b), Savas ve Nuray (1993) ve
Schaefer (1972) gibi birgok arastirmaci tarafindan
cahsiimistir.  Kuvvetli o-yakinsaklik kavrami
Mursaleen (1983) tarafindan tanimlanmistir. Savas
(1989) tarafindan kuvvetli o-yakinsaklik kavrami
genellestirilmigtir. Savas ve Nuray (1993), o-
istatistiksel yakinsaklik ve lacunary o-istatistiksel
yakinsaklik kavramlarini tanimlamis ve aralarindaki

iliskiler incelenmistir. Nuray vd. (2011) o-dizgin
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yogunluk  ve 7 -yakinsaklik  kavramlarini

tanimlamigtir ve ayrica 7 --yakinsaklik ile
invaryant yakinsaklik ve [ ], -yakinsaklik
arasindaki iligkileri

incelemigtir.

Reel sayi dizileri i¢in asimptotik denklik kavrami
tanimlari ve asimptotik reguler matrisler icin bazi
temel tanimlar ve O&zellikler Marouf (1993)
tarafindan vermistir. Son zamanlarda Patterson
(2003), Savas (2013), Ulusu ve Nuray (2013), Ulusu
ve Giille (yayin asamasinda) gibi birgok arastirmaci
asimptotik denklik kavrami ve ilgili kavramlari bazi

Ozellikleriyle birlikte calismislardir.

Modulus foksiyonu Nakano (1953) tarafindan
tanimlanmistir. Maddox (1986), Pehlivan ve Fisher
(1995), Pancaroglu ve Nuray (2014), Kumar ve
Sharma (2012), Kisi vd. (2015) ve bir¢ok yazar

tarafindan moduilus fonksiyonu calisiimistir.

2. Temel Kavramlar

Simdi bazi temel tanim ve kavramlari verecegiz
(Bakiniz [Baronti ve Papini (1986), Beer (1985,
1994), Kara vd. (2016, 2017), Kisi vd. (2015),
Kostyrko vd. (2000), Lorentz (1948), Maddox
(1986), Marouf (1993), Nuray vd. (2011),
Pancaroglu ve Nuray (2013b), Pancaroglu vd.
(2013), Patterson (2003), Pehlivan ve Fisher (1995),
Ulusu ve Diindar (2018), Wijsman (1964, 1966)]).

Negatif olmayan iki (1= (1) ve [1=([1;) dizisiigin
eger . Op
lim =
0 g
limiti saglaniyorsa, (1 ve [ dizilerine asimptotik
denk diziler denir. Bu denklik 1~ seklinde
sembolize edilir.

1

Negatif olmayan iki (1 =(0.) ve [ =(.) dizisini
alalim. Eger her [J > Qigin,

1 O
lim o< -0]20}=0

i g
limiti saglaniyorsa, [1 ve [ dizilerine [ katl

asimptotik istatistiksel denk diziler denir. Bu

Op
denklik I~ seklinde sembolize edilir. Eger [ =1
olarak alinirsa, 1= (1) ve U =(0.) dizilerine

asimptotik istatistiksel denk diziler denir.

(1, 1) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir [ €
1 noktasi ve bos kimeden farkli herhangi bir [
c [ kUmesi igin, O noktasl ile O kumesi
arasindaki uzaklik

(0, ) =infoe (0, D)

ile tanimlanir.

Bu ¢alisma boyunca ([, [1) bir metrik uzay ve (1, [,
Oovell(11=1,2,...), [linbos olmayan kapali alt

kimeleri olarak alinacaktir.

Her (1€ [igin lim (7, 01).= 0(7, 1) ise, {7 }
[]—o0

dizisine Wijsman anlaminda yakinsaktir denir ve

(1 = lim0, = [ ile gosterilir.

Her ] € [iginsup. [1([1,01,)<eise,{[]; }dizisine

sinirhdirdenirve {1} € [l ile gosterilir.

(0, O-) >0 ve (1, [15) > 0 olmak uzere, her [ €
O icin
( )\, \
lim =1
0 0(0, Op)
ise, {[1-}ve {1 }dizilerine asimptotik denktir denir ve

0~ ilegdsterlir.
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(0, O5) >0 ve (1, [15) > 0 olmak uzere, her
[1€ [1vell>0igin

1 O(0,0)
lim ™~ [{1<0] -0|20}=0
00 0(o,

(1)

ise, {LJ.} ve {1} dizilerine [ katli asimptotik

OO
istatistiksel denktir denir ve [ ~ [y seklinde

sembolize edilir. Eger [1=1 olarak alinirsa,

{01} ve {1 } dizilerine asimptotik istatistiksel denk

diziler denir.

[l dOéndsuminl, pozitif tamsayllar kimesi

Uzerinde bir donusim olarak alalim. {.. Gzerinde

tanimli strekli bir lineer 1 fonksiyoneli eger

asagidaki sartlari saglarsa, invaryant ortalama

veya

[J-ortalama olarak adlandirilir;

1) Her [l igin [1, 2 0 sartini saglayan [ = ([1,)
dizisi icin [I(L1) =0,

2) =111, ..

3) Her 7 € L. igin [1([T ) = C(000).

.)igin O(0) =1ve

(1 dondsiminin [ deki [1. otelemesi

G

seklinde sembolize edilmek tzere, her [1>0 ve
1 >0 sartini saglayan tamsayilar igin [1-([1) # [
sartini gergekleyen birebir dontisim olarak kabul
edilir. Bu durumda, [1 yakinsak olan dizilerin uzayi
0 uzerindeki  limit  fonksiyonelinin bir
genislemesidir. Bu durum ise, (1 € [ igin [I([]) =

limJ seklinde ifade edilir.

Ozel olarak [ dontsumi, [1(11)=11+1 seklinde
alinirsa, invaryant ortalamaya genel olarak Banach

limiti denir.

1 in bogtan farkh kapalh alt kiimeleri [0, [1 igin

0(0; 0y, Op) ifadesi asagidaki sekilde

o, o
( D)’ e ]DU ],D
D(D;D\_hmu):{m(m,ju)
0, el u .

Her [0 € U igin, [ ye gore duzgln olarak

|

!miz |0(0; 04 )y Uo (u))‘D|=0
=1

ise, {1} ve {{.} dizilerine [ katli kuvvetli

(ool
asimptotik invaryant denktir denir ve [, ~ DL

seklinde sembolize edilir. Eger (1 = 1 olarak
alinirsa, {1} ve {U} dizilerine kuvvetli asimptotik

invaryant denk dizilerdenir.

Her [1 € [, her [1 > 0igin ve [1 ye gore diizgln

olarak

lim Y=o 0 .
o0 b=
tanimlanmistir;

)- U200} =0
(o)
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ise, {{1-} ve {{1-} dizilerine [ katl kuvvetli
asimptotik invaryant istatistiksel denktir denir

ve

oot
Un ~ Uy seklinde sembolize edilir. EGer =1

olarak alinirsa, {(1} ve {{] } dizilerine
kuvvetli asimptotik invaryant istatistiksel denk

dizilerdenir.

Asagidaki sartlari saglayan 7 < 2N sinifina
bir “ideal” denir;

Noe7,

DQHer,UedicinJuUleq,

3) Herl1€ 7 veher]cUkapsamaslicin(1€ 7.

Eder 7 ideali icin N ¢ J oluyorsa, 7
idealine non-trivial (gercek) ideal ve non-
trivial bir 7 ideali her € N icin{{}€ 7 sartini
sagliyorsa, 7 idealine admissible (uygun)

ideal denir.

Bu ¢alisma boyunca tim idealler admissible

(uygun) ideal olarak alinacaktir.
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HerJ € [ veher >0 igin

o
1

=1
ise, {{1.} ve {{1.} dizilerine [1 katli kuvvetli
. . . . UNR((8))
asimptotik J -denktir denir ve {(1.}~{l/}
seklinde sembolize edilir. Eger [1 = 1 olarak
alinirsa, {l1.} ve {(1.} dizilerine kuvvetli asimptotik

J -denk diziler denir.

[1 € Nigin
2= min|0N{0(0), DA(0), ., D E ) ve
]

o= max| N0, D2(),, 0 (O
0

olsun. Eger
. Ug .U
() = lim : H([1) = lim ,
u—>°°E u—>°°_
L]
limitleri  saglaniyorsa, bu limitlere sirasiyla

0 lEUmesinin duizgun alt [1-yogunlugu ve duzgin
us

[1-yogunlugu adi verilir. Eger_[I(11) = [1([J) ise,

O =) =0(0)

ifadesine [ kimesinin duzgun [1-yodunlugu denir.

() =0 esitligini gergekleyen [1 < N kiimelerinin

sinifi J . ile sembolize edilir.

Simdi dizgun [1-yodunluk kavramini kullanarak
reel sayilarin keyfi bir [0 = ([1-) dizisinin J -
yakinsaklik tanimini ifade edelim;

Oo={0 0. =020}
kimesi 7, ya ait, yani [([1-) = 0 esitligi
saglaniyor ise, [1 = ([1-) dizisi [] sayisina J --
yakinsaktir denir ve 7 — lim [ = [J seklinde

sembolize edilir.

Her OJ € O ve her O > 0 igin
O ={0:|0(0; 0,0 )-0]z0}
0,0 0o O

[J katl asimptotik 7 -invaryant denk diziler denir ve
0 ]
Fas|
[, ~ [seklinde sembolize edilir.

[: [0, ) — [0, «) fonksiyonu

i. ()=0ancakveancak [1=0,

i D(O+0) s 0(0)+ (0,

jii. [Jartan,

iv. [ fonksiyonu 0" noktasinda strekli
sartlarini saglyorsa [ fonksiyonuna modiulls
fonksiyonu denir.

1 modulls fonksiyonu sinirli ya da sinirsiz olabilir.

[J modulus fonksiyonu olmak Gzere, her [1 € [
ve her [1 > Oigin
{DeN:O(o(0; 0, 0 =02 0ye g

ise, {01} ve {0 }dizilerine I katli [J-asimptotik
7 0(0)

J -denktir denir ve [I; ~ 1 seklinde sembolize

edilir. Eger [ =1 olarak alinirsa, {(1.} ve {(1}
dizilerine [J-asimptotik 7 -denk diziler denir.

0 modulis fonksiyonu olmak Uzere, her [J € [

ve her [J > Oigin
1 ]
{0eN: ﬁz (o 0 0)-0)=z0}e 7t
O=1
ise, {-}ve {{.} dizilerine O kath kuvvetli
J -denktir

[l-asimptotik denir ve

7 (0
U5 _ %Dseklinde sembolize edilir. Eger [1=1
olarak alinirsa, {[1:-} ve {1} dizilerine kuvvetli

[J-asimptotik 7 -denk diziler denir.

Lemma 2.1 (1 modulus fonksiyonuve 0 < [1< 1

olmak Uzere, her [1 = [] igin
(D) <2000
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kimesi 7 ya ait, yani ()7 )=0 esitligi Rk

saglaniyorise, budurumda {[!-}ve{[I }dizilerine
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3. Kime Dizilerinin Modiiliis Fonksiyonu
Yardimiyla Tanimlanan Asimptotik [ -
invaryant

istatistiksel Denkligi

Tanim 3.1Her 1€ [1veher[1>0igin

1 O
{CeN: > |00 ;) )-U[z0}ed
] 0 0
=1
0

ise, {LJ} ve {1} dizilerine [ katli kuvvetli

: Lo _ _ [5]
asimptotik J -invaryant denktir denirve  ~ -
Uo
seklinde sembolize edilir. Eger 1 = 1 olarak

alinirsa, {(1 }ve {1, }dizilerine kuvvetli asimptotik

J -invaryant denk diziler denir.

Tanim 3.2 [1 modulis fonksiyonu olmak Gizere, her

0 e Uveher J>0igin
{DeN:(|o(; 0, 0)=-0)D20e T

ise, {1} ve {(1 } dizilerine [1katli [1-asimptotik

O

J -invaryant denktir denir ve () [ seklinde

Dﬂ ]
sembolize edilir. Eger [1=1 olarak alinirsa,

{0} ve { }dizilerine [J-asimptotik 7 -invaryant

denk diziler denir.

Tanim 3.3 [1 modilis fonksiyonu olmak Uzere,
her

[l € [Jve her J>0igin

1 0

‘Z (o, )=rp=rles
= o

=1
ise, {{1-} ve {{1-} dizilerine [ katl kuvvetli

{JeN:

[l-asimptotik 7 -invaryant denktir denir ve
)
Og b [l seklinde sembolize edilir. E§er (/=1

d

Teorem 3.1 [1 moduilus fonksiyonu olmak

Uzere, her J € [Jigin

(6] [0
DH - 0 = gE)] D\
dr. Ho
0]
. ] o
ispat: ~ | olsunve (I >0 verilsin.0< <1
[ U

ve 0[] <ligin [I([J)< ) secelim. Her [ € [] ve

keyfi [ € N igin

]
1
5 (SIEHE D RS
- :

=1

]

J:- > SO Hogy Bhagy) = B

[l (‘u;j (T
+% > OE; Foey, L) = H))

=1

BEE 0oy Eoo@tP

ve Lemma 2.1den, [1=1,2, ... i¢in

0
1
EZ D2y Py —ED
n=1
O
20) TS0
<D+( 0 ! ’j )_ H|
0 ) oo o)
0= )

OJ
elde edilir. Bu durumda, her [1 >0 ve her [] €[]

icin [ ye goére dlizgun olarak

1 -~ -~
e N 0000 )=t =0}
=1
1 (0 =)o
c{le NiﬂZ:lW(rim Sy Honany) 012 20(1) }
[, 1
kapsamas! gegcerlidir. [1; ~ [ oldugu igin

yukaridaki kapsayan kime 7 ; ya ait oldugundan

kapsanan kime de 7  ya aittir. Bdylece,
[ (]
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olarak alinirsa, {{1.} ve {1  } dizilerine kuvvetli Ug -~ o

"-asimptotik 7 -invaryant denk diziler denir. elde edilir.
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Teorem3.2Eger 11112(U =[1>0ise,budurumda

D_woD
(0] [0 (]
10 7]
DH ~ C & -~ [l
[ D\ - ]
dir.
ispat: Eger [DDD LO= 15 0ise, her [120igin
Lj‘(u)]
0(0)2 00 elde edilir. Kabul edelim ki o
DH a
olsun. Her U e Jve J=1,2,...i¢in
10
[ R[S (SEE SR Fa)
0J
D LH(L LH(L)
0=1 )
1 0
2 > O(o o o )=o)
0 D) D)
0=1
1 (]
=> IO E ey Hooay) -
)
0=1

dir ve buradan, her J >0ve ] =1,2, ...i¢in

[
1
TN =2 [0 Dy Honen) =020
-1

1
c{Ue N:D_Z AEE Doy Eongy) —ED) 2 00}
=1

ERG

kapsamasi gecerlidir. [1; ~ [J oldugu igin

yukaridaki kapsayan kime 7 - ya ait

oldugundan

kapsanan kiimede 7  ya aittir. Boylece,
(5]

O

elde edilir.

[)'] [0 (]
Diger taraftan, (1, ~" 0O =0, ~ [,

gerceqi
Teorem 3.1 deispatlanmistir.

Tanim3.4Her] € [],her(1>0veher[]>0igin
1

{Den: —{OSO:0(0:0:,0:)-0120}20}

kimesiJ yaaitise, {{1-}ve{() }dizilerine [ katl

Teorem 3.3 [J modiilus fonksiyonu olmak Uzere,
her 1 € [ igin
0, (O] 0, ()
g0 ~ Up=0p ~ Op
dir.

B @)|

ispat: Kabuledelimkill" '~ "1 olsunve (1 >0

verilsin. Her J € O ve 0 =1,2,...icin
]

1
2 (1 Do ) - 0l

) Upogmy

B

>1 s |(ju{ (o 0
0 =1 B (SRR ()] )
L mey P oy )

>0(0).Hoso oo N Rl IR
) )
elde edilir. Her J € 1 ve ve her U >0 icin, I ye

gore dlzgln olarak

1 ]
{DEN:D—|{DSD:|:(:;1 D (7))—D|z:}|z[(j}_

c{oeN:Y oo o0
0=1 Oy o)

kapsamasi gecerlidir. Bu durumda,
[ﬂ7 ()]
[, ~ [y

]
oldugu igin yukaridaki kapsayan kime 7 - ya ait

oldugundan kapsanan kiimede?7 - yaaittir. Bylece,
07 ()

9
Os ~ Oy

O
elde edilir.

Teorem 3.4 (1 modulus fonksiyonu olsun. Her [ € [

icin [ sinirli ise,

[0 (] ()
7 7
‘ ‘H -~ [ ‘ (=4 = ‘ ‘\

O O

dir. o Ho
0 ()

. . . J
Ispat: Kabuledelimkiisinirlive ~ [ olsun.

D B [

a
asimptotik 7 -invaryantistatistiksel denktirdenirve
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atrrnuriauygyurivudit, 1 (A2 18]

sup(f1) £ [
olacak sekilde bir [ pozitif reel sayisi vardir. [] =
]
g~ [ ilegosterilir.(1=10l d d -
o ile gosterilir olmasidurumunda 12, . igin

O
asimptotik J -invaryant istatistiksel denklik elde

edilir.
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1
EZ AT D 0y Do) =
)
=1
1 -
=5 > CAEE D00y Hooey) =
=1 )]
() AT (R
2[]
1 0
*5 > OO D0y Dongy) =
=1 1)
[OCED 5oy D eyt
<
[l

SiI(al) )~ U2 O+ ()

< _{osm:o(o; o
. ) Doy

J‘ ] (L)
kapsamasi gegerlidir. Bu durumda, (1 ~ "o

oldugu icin yukaridaki kapsayan kime 7 - ya ait

oldugundan kapsanan kiimede 7  ya aittir.

Boylece,
[
| ~ [
]
elde edilir. -
[0 (] SR ()
1 ]
Diger taraftan, ~ 0= ~ [0 gercegi
H o Up ‘ 0

Teorem 3.3 de ispatlanmistir.
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